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1. Poncelet, sur les limites du resie des s(ries, l 


1. 
Applieation de la methode des moyennes ä la transfor- 
mation, au ealeul numerique et a la determination 
des limites du reste des series. 


(Mömoire lu a !’Acad&mie des sciences de Paris, le lundi 30 Juillet 1833; 
par M. J. Y. Poncelet, chef de Bataillon du Genie.) 





Nous commencerons ces recherches par l’examen des series qui proce- 
dent avec des termes alternativement positifs et negatifs, et nous insiste- 
rons particulierement sur les moyens de calculs et de transformations ä 
leur appliquer, parcequ'elles conduisent ü des r£sultats utiles; qu’elles se 
presentent frequemment dans les applications de lanalyse, et qwil est 
souvent tres facile d’y ramener le calcul des series ü termes constamment 
positifs, au moyen d’un changement de signe ou d’une transformation con- 
venable, operes dans les fonctions generatrices: c’est ce qui a lieu notam- 


ment pour les developpemens des fonctions 
1 


de)” se (14 ——) *, = . log (I— x) = —log(1+ I), 


dans lesquelles x est cens€ plus petit et 2 plus grand que l’unite, 


Des series purement numeriques dont les termes, alterna- 
tivement positifs et negatifs, decroissent indeliniment 
ainsi que leurs differences. 

1. 

Representons par s, la somme des z premiers termes @,, @,, 
0, 2». @n, W’une pareille serie, supposds quelconques, et par q,, Qyyı, 
Onz2, Anz +». Jes valeurs absolues ou numeriques des termes suivans, 
enfin par $ la veritable valeur s, de la serie poussce ü linfini, ou ce qu’on 
nomme sa Zimile; de sorte qu'on ait 

eG.) Ss, +. — nt %42— 9-3 + 0.4: etc. 

En designant, en general, par Aa, la differences @,—a,;,, entre 
les valeurs absolues de deux termes conse&cutils quelconques dont le pre- 
mier est a, et le second @,,4,, afın de n’avoir ü considerer que des difle- 


rences positives dans des suites qui seront ici supposees naturellement 
Crelle’s Jcsıraal d. M. Bd. Xi. HR. 1. 1 





2 ‚, Poncelet, sur les hmites du reste des series, 


ıeeroissantes, On pourra successivement mettre la serie proposee sous Ir 


formes suivantes: 


(b ) ) 5, + & An + A On? + A On+s 4 ä On+6 u etc. 
(e.) : 8 St 0 — AQ,4ı — A043 — 8 0,45 — etc. 


(d.) = 


Hr m— titan taR,n + ete. 


ce qui montre generalement que, dans une serie A termes alteruative- 
ment positils et negatifs deeroissans: 1°. La valeur absolue d’un terme 
quelconque, est plus grande que celle de la somme de tous les ter- 
mes qui suivent, pris avec leurs signes; 2%. qu’en arrctant la serie ü 
ce terme, la somme obtenue sera trop forte, si ce terme est positif, et 
trop faible, s’il est nÖgatif, d’une quantit@ comprise entre les valeurs ab- 
solues du terme suivant et de sa difference a celui qui vient immedia- 
tement apres; 3°. qu’une pareille serie sera toujours convergente, ou 
aura une limite S=s, finie, des que les valeurs absolues de ses termes 
iront sans cesse en decroissant; ce que nous supposeront expressäment 
dans tout ce qui va suivre *), 

Ainsi, par exemple, on aura alternativement, dans la serie proposee, 

<<, + => tan —an = Sp<6 etc; 
et, si l’on prend successivement S=s,, S=s,t.e,9=s, +0, — 0, 
etc., l'erreur commise sera au dessous de @,„ pour la 1°“, de a,,, pour la 


Qieme 


suivante, de a,4, pour la 3", et ainsi de suite, 
2. 

Ces notions fondamentales &tant rappeldes, on remarquera que, 
puisque la valeur de ö se trouve comprise entre celles de s, et de s,te,, 
elle pourra differer moins de leur moyenne arithmetique s,-+3@,, que de 
chacune d’elles en particulier. Prenant, en effet, la demi-somme des ex- 
pressions (b.) et (c.) de 5, on trouve 

(e.) S = s,+%30,+3(40,—80,11, +40, —4 0,43 F 40,4, — efc.), 
relation que nous appelerons la Zransformee du 1” ordre de la proposee 





®) Nous supposerons en outre, afin d’Eviter toute espece de difficultes, que ces 
valeurs convergent vers zero, ou que a, devienne rigoureusement nul pour r infini. 
Dans le cas ou elles convergeraient vers une valeur finie quelconque, il se presenterait, 
generalement parlant, une determination relative au signe ou au rang du terme a, 
lace a linfins, vers Ja droite de la serie; et celte indetermination ne pourrait &ire 
levee que dans des cas tout parliculiers, ou l’origine de la serie serait bien connue; la 
meme remarque est applicable aux series de differences etc. dont il sera question 


par la suite. 
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(a.), relative au terme a,, et dans laquelle la partie entre parentheses, 
forme une serie d’un genre analogue et jouissant des m&ınes propridtes, 
si les differences AQ,, AQ,yı5 Adnyae... sont contamment deeroissantes, 
ou, ce qui est la m&me chose, si les differences di: 2° ordre 

AQ— dd Ha, AR — Ad Qu, AQnyı— AQ,y = 8a, 42 ec. 
sont toutes positives: circonstance qui a lieu dans une infinit& de cas. 

La serie entre parentheses, @tant done convergente, on aura, 

S=s,+3e, a moins de 3A”, = (0, —a,.); 
de sorte que cette valeur de S, qui est trop faible, sera d’autant plus 
approch@e que la serie proposde sera moins convergente dans ses premiers 
termes, ou que le rapport de «a, ä a,;, s’approchera davantage de l’unite. 

Mais, pour que cette möme valeur de $ soit plus exacte que celle 
$S=s,-0,., il faut, tout au moins, que la limite de l’erreur qui lui est 
relative soit moindre que celle de cette dernicre quantitd, ou qu’on ait 

340, < 0,4, cest ü dire aa, <2a,,,, 0,<3a,,, 
et l’on en sera completement certain si la condition 
3840, < An —Q,22, C'est A dire Aa, <2aa,,,, 
se trouve en meme tems satisfaite, puisque l’erreur de s,+ 2, surpasse 
necessairement Q,—Q,+ OU AQ,. 
3. 

Si le contraire avait lieu, il faudrait s’en tenir ä la valeur s, +, 
donnee immediatement par la serie proposee, ou plutöt ü la valeur 
5. +0, — 3 @n4ı = 5,41 —% Qn+ı Que donne la transformde du 1” ordre 

() S=s, +0, — 39,41 —3 (80,1 —A R,42 80,1; — 80,4, + etc.), 
relative aux termes qui suivent @,„ dans la proposee, et qu’on obtient soit 
en prenant la demi-somme des expressions (e.) et (d.) de S, soit en rempla- 
gant 2 par 2-+1 dans la transformce precddente (e.), apres y avoir change 
le signe des termes qui suivent s,, soit enfin en fesant simplement sortir 
de la parenthese de cette m&me transformce le 1” terme Ar,; ce qui donne: 

(f.) $S=s,+39,4+34 0,—3(d8ayı — Af,yaF AQ,43 — A 2,3 etc.); 
relation identique avec celle dont il s’agit ä cause de Ar, = 0,—a,;, 
et sur laquelle d’ailleurs on peut raisonner comme on la fait ci dessus peur 
la relation (e.). 
Ainsi on devra prendre 
$S=s,+37. +32, = 54 m —20ar, 
valeur exacte a moins de ZA2,,., si lon a 


1 ? 
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Qu 30,4, OU, plus rigoureusement, 4Q,4, <24a,n,, 
et 





$=5s,40n—0n4ı #202 a moins de zAQ,%, 
si linverse avait precisement lieu; ce qui revient ü n’operer la transfor- 
mation qu’a partir du terme suivant @,4, de la serie proposde. 









+. 
En continuant a raisonner ainsi, de proche en proche, on voit 
si l’on avait constammant pour un indice quelconque 9, 0, >3a,4,, il 
n’y aurait aucun avantage sous le rapport de l’approximation, a rempla- 
cer la serie (a.) par l’une de ses transformees du 1” ordre, ä quel- 
que terme qu'elle appartint; ce qui tient ä ce que cette serie serait, par 
elle möme, tres convergente. Nous verrons, plus tard, comment, dans cette 
"eirconstance, on doit modifier le procede qui nous occupe; contentons 
nous pour le present d’examiner le cas des series peu convergentes oü 
l’on a, des le terme a, et pour les suivans, Aa, <2Aa,,, ou, tout au 
moins, @,<3AQ,,,. Voici comment, dans cette bypothese, on pourra 
obtenir de nouvelles expressions de S plus approchees que les prece- 
dentes, ou dont les erreurs aient de plus petites limites. 
Mettant les transformees (e) et (f.) sous cette forme: 1 
$=s,+30%. +32 (8°0,4+4°a0,42 + 8°a,1, + etc.), 
$S=s,+ 9, —3 4 —% (8a, +8’ 0,435 + 4°0,45 + etc.), 
relations dont la derniere revient üä la suivante: 
$S—= 5,430, —340,—3(4°0,11 + 4°0,43 + 4°0,45 +etc.); 
prenant leur demi-somme membre a membre, il viendra, pour la trans- 


























formee, du second ordre, relative ü a,, | 
$=s, +3. int 340°, —3’0,4 + 2a — 40 + etc.), E4 

(g-) ou 5 
$S—=s„t4o,+zjAa0,+3 (20, —4’0,11 + 8°0,.— 4°0,43 + etc.), ® 

ce qui prouve que siles differences secondes A’@,, A’Q,4ı9 A’Q@ny2 v... des ” 


termes successifs de la serie proposee sont d@croissantes comme les diffe- 

rences premicres, ou si les dillerences 3" sont toutes positives, On aura 
S= +3, —43nnu=st30n FAR, a moins de Z4°0,. 

Cette valeur est necessairement plus approchee que celle de ,-+%a,; 








mais elle ne surpassera, en exactitude la valeur de s, + @,— 3 .;ı fournie 
par la transformde du 1” ordre (/.), qu’autant qu’on aurait, tout au moins, 
44°0, < 340,47 OU A0Q, <IAQ,Hı0 
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S’il en etait autrement, il faudrait recourir ü la transform&e du second ordre 

‘=s+ a— 30,4 4 4042 —% (8° 041 — 4° An42 + 3°0,43 — etc.), 
ou Ss = s,+ Z0,+330,+z740a,—4 (20,41 —4°’0,42 + 4° 0,13 — etc.), 
qu’on deduit des prece&dentes (g.), en fesant sortir, de la parenthese, le 
1” terme A’a,, et qui donne 

‘= +30. +340.+48°0 —. St — 3041 4 40423 
ä moins de 44°a,,,; valeur par consequent plus exacte que celle 

SntE0nt 44 0nrıe 
5. 

On peut poursuivre ce raisonnement tant que les differences des 
ordres successifs seront constamment decroissantes, ou que celles de l’or- 
dre #-+1 immediatement superieur a l'ordre x auquel on s’arröte, de- 
meureront toutes positives. Si, de plus, la condition A"e„<34"a,,, se 
trouve satisfaite pour tous les ordres inferieurs a #, l’approximation sera 
tres rapide, et elle le sera le plus qu'il est possible, eu @gard au nombre 
des termes employes, si l’on a, en m&me tems, a“t'a,„<24”t'a,,, pour 
ces differens ordres. On trouvera ainsi, pour la transformee de V’or- 
dre x relative au terme «,, 


(). Se s ti. +:30,-+30°0,... 

...t ET, ia, = (Aa Aa} Aa — aan; etc.); 
et par consequent 
(.)S= 504304400, Fran. tan, a moins de m Mn. 

6. 

Cette derniere expression de S, supposde prolongee a lVinfini, est 
precisement celle ü laquelle Euler est arrive, par une autre voie, dans 
ses Institutiones culculi differentialis (Pars Il. de transformatione serie- 
rum, pag. 232 et seq.), et dont il a tire un tr@s grand parti pour la 
sommation des series peu convergentes ou m&mes divergentes *). Mais 
Euler n’a pas fait connaitre l’expression ci-dessus du reste ou complement 





#) Voyez aussi, au sujet de ces recherches d’Euler, l’excellent Traitd de calcul 
differentiel et intdgral de Mr. Lacroix, ne £dition, in 4°. Tomelll. pag. 346. 
No. 1124. Ce celebre professeur observe, avec raison, que le r&sultat d’Euler peut 
eonduire a des diffiruli&s dans beaucoup de cas, et notamment quand on l’applıque 
a des series divergentes, ainsi que l’a fait ret illustre geometre A l’&gard de plusieurs 
series, purement nuimerigues, parmi lesquelles M. Lacroix a priocipalement cite la serie 

1—-i+1—-1+1—1+1— etc. 
qui, ayant toutes ses differences nulles, conduit a la valeur s=#, tandis que, dans la 
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de la transformde suppose arrötde ä un terme quelconque; reste qui con- 
stitue, par lui m&me, une serie remarquable du genre de la proposde, 
qu’on obtiendrait dificilement par l'analyse de cet illustre geomötre, et 
qui, en permettant d’assigner les limites de lerreur commise, regle la 
marche ä suivre dans chaque cas, lorsqu’il sagit d’obtenir la plus grande 
approximation possible de lemploi d’un nombre de termes donnd de la 
serie proposce. Ce qui precede montre, en eflet, quil arrivera bien des 
cas ou la transformee (’.) relative au terme «, de la serie et ä ses difle- 
rences, pourra conduire ü des valeurs moins exactes que celles qu’on ob- 


tiendrait, a moins de frais, des transformdes d’ordres inferieurs, mais rela- 
tives ü des termes plus avances de cette scrie. 






























Pour d@montrer la chose d’une maniere gen@rale, nous reprendrons 
nos premiers raisonnemens en les appliquant ü la transformee ci-dessus 


(h.) de Vordre quelconque x. Supposant notamment que cette transfor- 
mee soit celle pour laquelle on cesse precisement d’avoir 4a, < 3A” ay4ı > 


de sorte qu'on ait, au contraire A*a,>34A“a,,,, on voit qu’on devra arr& 
i 1 er } 2. 
ter la serie (Z.) au terme ae ge puisque les limites de l’erreur rela- 


tive aux termes suivans, deviendraient superieures ä celles qui se rappor- 
tent ü des termes moins avances dans les series analogues concernant 


G.+1 y Qn+2 ’ Q.+3 ® 


T. 
Fesant, en eflet, sortir de la parenth@ese, dans l’&quation (7.), 
1” terme &“«@,, on obtiendra la nouvelle transformee de l’ordre x, 


m Ba 


qui d’apres ce que nous avons vu @. et 4.) pour le cas particuliers de 


a—=1, »=?, coincide avec cette autre: 





rcalit@, la somıne de celte serie est susceptible d’une infinite de limites distiactes se- 
lon l’origine Jdont elle provient, 

Cette diffieulte qui a ete levce ou plutöt expliquee par Lagrange (V oy. la note 
de la p. 160 du 1. Ill. de P’ouvrage cite), n’a pas lieu quand on a soin de n 'appliquer 
les trausformations qu’ a des series convergeunles ou dont les termes s’approchent in- 
dsfinsinent de O (1.), conforınement A ce qui a ele admis dans tout ce qui precede, 
et de fagon qn’on puisse assigner avec cerlitude, pour «haque cas, les limites des er- 
reurs coluımises. 
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(2.) Sg = St @. — 3 On4ı —z Alnpı — HA Anparee: 
+: 1 
Er arg — PTL (A 0,41 — A ana} 8" 0,43 — efc.), 
relative au terme suivant a„,. de la serie proposee: ce qu’on peut d’ail- 
leurs constater directement et tres simplement en observant qu’on a ge- 


’ 
neralement 


1 eu xl u) 
55 A Qa,-+ 5 a" m DEZE! ae DE: u AR 


puis en fesant, membre ü membre, la somme de toutes les relations pa=- 
reilles obtenues en donnant successivement &ä x les differentes valeurs 


comprises depuis 1 jusqu’ü & inclusivement. 
On aura donc, avec un degre d’approximation n@cessairement su- 


perieur a celui que comporte l’expression (i.), 


Ss = +30 +30 + an... arta Gut zutan, 


(h.) 
' e -—] 
S=s+t 0, 3 Any 48 Un m 5 Ana a 5 0 Ou+13 
R 1 
a moins de ame Anzio 


Si, de plus, on prend la demi-somme des transformees (7.) et (2.), 
il viendra, pour celle de lordre x-+1, relative au terme a, et ü ses dif- 
ferences successives, 
1 


(!.) S=s,+t30,+310,+!2ao,.... ya arig, Hm 2", 
+ er (ort! — attlaa - „+! 144 np ar Q n+3 + etc.); 


et, par consequent, si les diff£rences a“t!o,, at!a,,,, a“t'a,,,, relati- 
ves ü cet ordre, continuent ä &tre decroissantes, ce qui exige simplement 
que celles de lordre x +2 soient toutes positives, on aura 


t 4 ER 
(n.) $=s,+30o,+340,-+t+2°e,.... Pe aut! 7, ‚+ gutl A GC.» 








% ® 1 u 
“4 MOINS de gaFl aut! Q,» 


Cette expression est, ä la verite, plus approchee que ne l’est celle 
(i.) qui lui correspond dans l’ordre immediatement inferieur, mais elle 
pourra l’etre moins que (#,), quand sa limite surpassera celle de cette 
derniere, ou qu’on aura 


1 
—— attlg > G,41, cest ä dire "a, >3ata,.,; 


_ 
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par cons@quent si cette derniere inegalit& continue A avoir lieu dans les 
ordres sup£rieurs ü z, il sera avantageux, sous le rapport de l’approxi- 
mation, de substituer (&.) a (2.); ce qui suppose d’ailleurs que l’on ait, 
pour la premiere et pour tous ces ordres, 4“a, ‚<34“a,n. En effet, 
des que cette condition cessera d’etre satisfaite, on devra remplacer, ä son 
tour, lexpression (k.) par celle qui se rapporte au terme a,,, de la pro- 
posee, et ainsi de suite, ü mesure qu’on admettra un plus grand nombre 
de termes de cette derniere serie dans les calculs, ou qu’on voudra atteindre 
des ordres de plus en plus &lev6s. 
8. 

On se rappellera, au surplus, d’apres ce qui a &te dit relative- 
ment au cas de er —=1, av =2, que la condition A"a, > 34 a,4., n’oflre 
qu’un indice ou, en quelque sorte, une presomption de la sup£rioritd d’ex- 
actitude de la formule (4.) sur celle (m.), et que, pour en acquerir la 
certitude parfaite, il est necessaire de recourir aux conditions relatives 
aux limites införieures des erreurs qu’on risque de commettre dans cha- 
que cas. 

Posant, en effet, 

= 4a —a 0,1 + A 0a — Aa, + etc. 

at a, tattta,n.n + at a,,, Ft ete., 
b', Ma,n—b, A a, A Qt Aa; — etc. 
ara, ta ran, + atrla,ıs+ etc., 
bur bu—birı rt — tra, tat an —Httanıs + etc. 
Ara, tra. tra, + etc; 
de sorte que les restes ou erreurs relatives ü (2.), a (£.) et ä (m.), seront 


respectivement reprösentces par les expressions 


1 t ,, 1 


gu Ön: gu nd oa Dn+ı3 


An 


on aura &videmment, d’apres les propridtes des series ei-dessus, supposdes 
convergentes, 


vr 4 un 4 ra } ' f = 
b,< aa, >atrta, mot, — Manny bu < Ma > N aa an, 
bati „er! Q„ je ” art? Q„ en yet! &, EEE aut! Gi} 
ce qui donne, a fortiori, 


1 1 ;: . 1 ut? 1 u u u ar 
zu du > zu On si Ser aut? g, Any, ou a0, >3A'a,utot'a.,, 


1 pr . 1 tt 1 ut P u 
en ee Tanz OU ASTA 2. 
. . [y 











| 
NEE & 


| 
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Lors done que cette derniere condition sera satisfaite, on pourra 
affırmer, a fortiori, que Verreur relative ü (n.), sera moindre que celle 
qui se rapporte a (&.); et, si c'est, au contraire, la premiere qui lest, on 
sera certain que linverse aura precisement lieu. Mais, dans tous les cas 
ou l’on aurait, a la fois 

"0, > IM a — ra, < 500,4 Fa an 
et ou par cons@quent la valeur de 4a, se trouverait comprise entre 
340,4 — 24", et 3ata,.ı Ss" au, 
on serait completement incertain quelle est celle des deux expressions 
(k.) ou (m.) qui est la plus exacte; du moins ne pourrait on rien pronon- 
cer sans un examen circonstanci@ de la loi que presentent les diflerences 
des divers ordres de la propos&e. 
7 

Or, de cette incertitude m&me, il r&sulte une consdquence impor- 
tante, et qui permet d’obtenir, avec un egal nombre de termes de cette 
serie, une valeur de S a la fois plus approchde que celles fournies par 
(k.) et par (m.). En effet, puisqu'on a 

b,4, > 2b, quand aa, >3ara,., +4 rau; 

bar 2b, quand Aa,< 3A a,11 — 2A" up 5 
il faut que A“ @, se trouve compris entre ces deux dernieres limites quand 
la relation d,,=2Ö, est rigoureusement satisfaite; et c'est ce qui arrive 
preeisemen? lorsque x et z ont et& choisis de facon qu’on ait sensiblement 


"a, = 34A"Q,4. La difference entre b,,, et 2b,, m’ctant douc alors 
. . - . 4 * I , { / \ 
qu’une fraction assez petite de chacune d’elles, et lexpression wi br —Rb',) 


de lerreur relative ä la moyenne de (k.) et de (m.), ne dependant que 
de cette difference, il faut que cette moyenne s’approche aussi d’avantage 
de la vraie valcur de S que ne le font separement (k.) et (m.). 

10. 

Du reste, il est facile de voir, attendu que les expressions de b,., 
et db, constituent des series comvergentes du genre de la proposee, que 
les quantites 

3 u, 


dereuremen y 7 nu 3 y f r A, ad ' FU ORENERR fr I ne 4 pt nun A 
gasf? De > «I A Cr 4-24 Far) sy gatr\” Ü„ u y.\ Ani ss 
“ fü 


us] 


Gy+1) 
sont preeisement (1.) les limites de lerreur qu'on risque de commettre 
en adoptant, pour S, la moyenne des valeurs donnees par (#.) et par 
(m.); c’est-ü-dire qu’on a 
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1 
fh si f ) u 
— b, 35 gut? (A Q, nn 3 AM Lee +7 A“ id] 2) 


1 4 
< am (A a — 3a a4 at 0,41)» 


Dans le cas particulier ou x et r sont tels que A"a,—=34“a,,, rigoureu- 


sement, les limites ci- dessus deviennent respectivement: 


1 1 


u ae Je iu 
url & An+2y gut? & On} 





dont la plus grande, si on les prend abstraction faite du signe, surpasse 
evidemment la valeur absolue de Perreur, et se trouve, en effet, &tre 
moindre que les limites supe@rieures 


AN BALL 1 1 
+1 u [vH FE — ___ fl 
— Many zur & a — Zi ( (aa,„—a 0.) = eL A" GQ,H 
>p 
des erreurs relatives aux expressions (}.) et (.). 
11. 


Quant ü l’expression generale et rigoureuse de Veerreur relative A 
la moyenne de (4.) et de (m.), on peut lui donner successivement les 
formes suivantes, qui nous paraissent Egalement digues de remarque, et 


dont la loi est facile A saisir: 


 ° / 
/ l 
ers (bay — 2) 
1 4 
ga rar at — Fat a, + atta, 3a" aıs + etc.) 
u 1 la U y Dal, (af 3 uf yH Zar \ ? 
I en U, —— 3A 2.1 & O1 3a” qQ, +2)+(4“ 104 22 a On+3) u T. 0.43 a Q,44)"r etc.] 
— +? fake, +{A r Eee A RE -r AN O3 a a“ Fn44 1 aM I A ete.)]. 


On trouverait, au surplus, facilement des limites de cette erreur, beau- 
coup plus resserrdes que celles qui ont &t@ rapportdes ci-dessus, en fe- 
sant intervenir, dans leur expression, un plus grand nombre de termes 
des series qui en representent la valeur *); mais le calcul de ces limites 





©) On a, en eflet ($.), 
Ibn+ı == 2A anzı — (IA ana — 2A“ an+3 + 2 44 An, — etc.) = 2 AM an 6, 
Ba — Inzı = At a, — (art a, — Art! aa part an43 —ete.) = aut dt; 
et, altendu que les series d et Ö’ sont censtes convergentes (?.), 
Ö << 2 4M an42 — A anz >22 rl ayy2, Zt > rt anrıs 


ce qui donne, en general, 
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devenant de plus en p!us laborieux, il sera pref@rable, en general, de s’en 
tenir aux precedentes qui suffiront, dans la plupart des cas, pour donner 
une idde du degr& d’approximation obtenu, si, mieux encore, on ne pre- 
fere, dans la vue d’eviter tout ü fait ce caleul lors des applications numd- 
riques, de d&terminer immediatement les valeurs de (i.) et de (#.), pour 
en conclure celle de leur moyenne arithnictique (72.), puis enfin celle de 
la moyenne semblable relative a (m.) et ü (k.). En effet, les chiflres 
decimaux communs ü ces derniers nombres, mettront en (tat d’apprecier, 
ä moins d’une demi-uniteE du dernier de ces chillres, le degre d’exacti- 
tude obtenu. 


12. 

Les discussions qui precedent indiquent la marche ä suivre, dans 
chaque eirconstance partieuliere, pour tirer un parti avantageux du mode 
de transformation propose, et notamment pour arriver au plus graud degr6 
d’approximation possible eu Egard au nombre des termes employds dans 
les caleuls. Mais on abregera beaucoup ces discussions au moyen des 
consid@rations qui suivent. 

On remarquera, en effet, que la serie proposde (2.) diant censde 
donnee par la loi r&guli&re de ses termes, du moins A partir de @,, qui 
peut &tre indifleremment positif ou negatif, puisquil n’y a qu'un simple 
changement de signe ä op£erer, on connaitra aussi la loi des dilf@rences des 
divers ordres relatives au terme general a,, de cette scrie, dont le rang 
est marque par 9%, ce qui donnera l’expression de A“ a,, &”a,,, en fonc- 
tion de 1, de u et de constantes, et par suite, celle de leur rapport que 
nous repr£senterons par P(%,7):/ (p,n), en le supposant r&eduit a son 
expression Ja plus simple. Posant ensuite 


(um) | 
my ech a Aura, 


cette Equation, qui est ü trois variables, fera connaitre la loi qui lie en- 





1 
gut? (b, by+1 —?2 ba-+i) 


i E. 1 
= gut (d —ö') <zr (2A anp2— A an43 — APR g.4) > —— (art art a4 3örtla, +2) 


gar? 


ou, par les transformations relatives aux differences, 


1 1 1 
zent Sr 





gar? 


2° 





(24H Flanya—Mtla, 4, + AMan42) > — (2 Hlanga— Ma tlangıtatlanyo). 
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tr eux les nombres (, » et 7, et pourra tenir lieu completement de la serie 
‚proposce, du moins a compter de a,, si lona soin de n'y attribuer a 
et ä n que des valeurs entieres et positives. 

En premier lieu, elle mettra a m&me de reconnaitre, sur le champ. 
si la valeur de Ö est constamment decroissante, dans chaque ordre «# de 
differences, avec le nombre n qui marque le rang des termes, et ü partir 
dequel terme cette circonstance a precisement lieu; ce qui est indispensable 
pour lapplication de la methode qui nous oceupe, 

Posant enfin l’@quation 

u) 3ran) =0, 
qui peut @tre censee representer une courbe plane aux coordonndes rec- 
tangulaires u et 7, lorsque la premiere represente une surface toute enticre 
aux coordonnees (, u. et, elle fera pareillement connaitre, pour chaque or- 
dre de diflf@rences, le rang n du terme passe lequel l’inegalite a“ a, <3a"a,,;, 
va se changer en linegalit& inverse A“a, >34" @,,, et r&ciproquement. 


13. 

Supposant notamment qu'on se donne le rang 2 du terme de ka 
serie proposdce qu’on veut soumettre aux translormations dont il sagit, 
(u, n)—S/(u,nrn)=0 
resolue par rapport a a fera decouyrir lordre x auquel on doit arreter 


l’@quation 


ces translormations pour etre certain qu’on a constamment a’a,„< 34" a,,, 
depuis 2 = 0 jusqu’ü u=u—1, e’est-ä-dire dans tous les ordres infe- 
rieurs ü @‘; ce qui est indispensable, comme on l’a vu (7.), pour que la 
formule (2.) soit d’une application avantageuse. Ilne s’agira, en effet, que 
de prendre pour x‘ un nombre entier inferieur ou tout au plus dgal ä la 
plus grande des racines positives de l’@quation ci-dessus; car la fonction 
D(u,n)—3:b(v,rn) ne pouvant, des lors, changer de signe pour les va- 
leurs de x comprises entre #’ et O, elle sera constamment negative si 
seulement elle lest pour a=0; ce quia lieu, par hypothese, puisqu’au- 
trement on devrait, d’apres nos prineipes, substituer au terme a, de la 
proposce, quelqu’un de ceux qui le suivent. 

Mais, afın d’ötre positivement assur@ que la valeur donnee par la for- 

z 1 pP 

mule (z.), lorsqu’on y suppose x =‘, est la plus approchde possible, ji} 
faudra, en outre, examiner (6.) si, pour toutes les valeurs entieres de « 
comprises depuis & = 1 jusqua x =‘, on a constamment 
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Fe ou FEL<2 ou tout I ze 2: 
< FI a au plus 2: 


condition facile a verifier, mais qui n’est point absolue, et qui pourra ötre 
suppl&e avantageusement par les consid@rations qui ressortent directement 
de l'Cquation 

Pu, )—st (ar) = 0. 

En effet silenombre z egale ou surpasse la plus grande des racines 
positives de cette equation, lorsqu’on y donne successivement ü x toutes les 
valeurs entieres comprises depuis a —=0O jusqui 2 =‘, lexpression qui 
constitue son premier membre, et par consdquant la difference a“ 0, — 
3 4A“@,,, conserveront un signe invariable dans la m@me etendue, et cela 
depuis <= n jusqu’a 9 infini; ce signe sera d’ailleurs negatif puisque, par 
hypothese, on a 

La, <IHa0,n OU 4 < Fa.» 
Done aussi on pourra affırmer, avec certitude, que, depuis Fordre x — 0 
jusqu’a Fordre x = a’—1, la valeur de (m.) est constamment plus ap- 
prochee que celle (4.), attendu que, pour tout cet intervalle la quantite 
rat atrta, Ita, tat a —3atta,ıs + ete., 
qui represente (6. et 11.) la valeur de 5,1, — 2b, sera elle m&me nega- 
tive, et par consegqnent b,.,<?2b,. 

Quant a Pordre a’, il est aise de voir qu'il arrivera gendralement, 
A moins que 2 ne corresponde precisement A une maximum absolu de x 
dans l’&quation indeterminde 

Pla, )— sr nn) 0, 

que Von aura a“t!'a,>34“t'a,,, tout au moins pour e=n. Car ayant 
choisi, par Ihypothese, de facon que ® (w,n)—3:/(wn) soit nul ou 
tres petit, la quantite Pu, n)—3%(p‘,rn) changera de signe dans le pas- 
sage de u„=wW—1 aar=w-1; on ne pourra donc plus affırmer que 
b„;,. est plus petit que 26,,, ou (72.) plus exact que (k.) pour Pordre W 
dont il sagit; ce qui fera retomber dans le cas d’indeeision mentionnd au 
No. 9., et conduira ü prendre, pour la valeur $ de la serie proposde, la 
moyenne arithmetique entre ces dernieres quantites. 


14. 
La discussion qui vient de nous occuper, se simplifie beaucoup, 
dans la plupart des applications, soit parceque les fonctions ® (v, n), 
4 (u, n) out elles m&mes une forme tres simple, soit parcequ’on prötend se 
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borner aux premiers ordres de differences ou aux premiers termes de la serie 
proposee. Mais, avant de passer aux exemples numeriques qui sont indispen- 
sable pour en bien saisir Vesprit, il ne sera pas inutile de montrer com- 
ment on peut fransformer les expressions de (i.) et de (#.) en d’autres 
qui ne dependent directement que des termes mömes de la serie proposde. 

Il ne sagit, pour cela, que d’y remplacer les diff£rences qui y en- 
trent, par leurs valeurs en fonction de ces termes; ce qui leur donnera 
evidemment la forme 


| . 
ys — . s s Ri. . Ve 
(i . ) I = u op (a, Q, &, Ani &; ar a2 > ut au? mr OL, Untu=1) 


N i — 
(.) S=s,+ ya a Anzı FA2@nr2 Eur Inzu2 + Su-ı urumi) 


. 


en reduisant tous les termes, independans de s,, au m@me denominateur 
I, eb U, Any an > ee 0, ötant des co@fficiens num£riques ü determiner. 
Or, d’apres la nature de ces expressions de S, la seconde doit (7.) 


rn ’ x R . [4 1 7 . “ . “ 
ötre egale ü la premiere augmentee de —, “a,, ou, si lon veut, on doit avoir 
identiquement 

(2 m &ı) nn (a, —4;) Aarı -+- (G, — U;)Qn42 ..'o 


In 2 4 \ — . 
„ons + Fur Lu—ı) Ant? + (Mu G.) Qu + Ü, Aaku = 4 Q„ , 


et, comme, d’apres les prineipes connus du caleul des differences finies, 
differences qu'il convient ici de prendre (1.) dans un ordre inverse, 




















je ji iuugi fi u w—1) u (u—1)(u—2) 
Te Te lieh 
u (a 1) (a — 2) (u —3) 
vr 1.2.3.4 On+— ec. , 
il faut qu’on ait separement 
er ı u(u-1) u (u-I)(w-2) 
24, ==, u— =, a un Ad y, u, Qu = Der 
et, en general 
a 3 ce zu (u -Nu—2)....(a—m-+2) 
he RER, u BiDBi, CH SD S 
n tire successivement, de ces &quations 
OÖ t, d quations, 
m 1 er u __ ptu—t) 
au, =” —l, n—=rt—1l— nn; Tees Dre; 2 mh. 
RR _ela—) au -Nu—2 
EN er. 2% ei 


et ainsi de suite: ce qui donne, pour le co@fheient d’un rang queiconque m, 


—_ a_q_ Re _eau—t) ele—Na-2)  _ ele—Na—2....-(e—m+2) 
ag 1 PB 8:4 Wr 1.2.3... a) 
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expression dont la partie negative n’est aufre chose que la somme des 
mn premiers termes du developpement de (1-+1)*. 


15. 
En observant d’ailleurs que, dans ce developpement, les termes pla- 
ces a egale distance des extrömes, ont la möme valeur, on pourra abreger 
notablement le calcul des co@fficiens dont il sagit. 


Comparant, en eflet, lexpression ci-dessus de a, avec le deve- 
loppement de (I +1)" = 2%, on trouvera, sans difficultes, 
Fe} +£ & u it alu —N)(a—2) BEE. a. min ‚mn. ae DI 
2,08 1.2.3.... (u—m) 
nouvelle expression est la somme des „— m--1 derniers termes du 
developpement de (1-- 1)“ pris en allant de la droite vers la gauche. Et 
comme le nombre total des co@fficiens &,, &,, &, .... a calculer, est 











preeisement f, on voit que, pour obtenir la valeur de celui @,_m, qui 
occupe le m* rang ü partir de «, en allant vers la gauche, il ne s’agira 
que de changer „—m en m—1 dans l’expression de «,„ trouvde en 
dernier lieu; ce qui donne 





En .... (m—1) ’ 





(—1)(u—?) ut ee ee 
. + 


u‘ Er > u'u—' 
MER 143 cat 55 ei 1.2.9 
ie par suite, 
Um &um =", 
Ainsi done, ayant une fois calcul& la premiere moitie des coüfh- 
CIENS u, a, Up rc. ,, lautre moitie s’en conclura, sur le champ, par 
une simple soustraction; le terme du milieu, quand u est impair, ayant 
precisement pour valeur 34 = U, 
Soit, pour exemple, «= 6, on aura d’abord, en partant de «, ou 


Gi 


nee], s=1+T=17, a +7 +, 74-15 = 22; 


puis „= !— = -2=4N, 9=64—-7=57, v=64—1lm6}. 


. 


16. 


Calculant ainsi successivement la valeur des co@lficiens de la formule 
(2) ci-dessus lorsque p devient 0, 1, 2, 3, etc., on trouvera, pour l’ordre 
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| 
u=ml,S=,.+ eo 
| Br „a 
um2, S=s.+ % (San—- anyı), 
u==3. 5 =. 8 1‘ An — day an42), 
| pr? i 
(2 } um 4 Sms 16 (1da.— Ila.yıt Ara 4,:+3), 
—— > \% sun | rg 31 c) a { r 
1 = U), 978, 35 ( I Bea 2Bayyı+ Va,42— Ga, +3 ad, +4): 
nn fi, SC oo 1 DZ ey 49 99 Ev \ 
u—b, astra (690 Hanyıttanpr—22an4 Tanpı— 0,45), 
u‘ Fe NE + 
U /, Y 2 8 TTIR 12, ae 1.21 Ir 4 ı+9Ya +2—6ta,43-29a.4,— Sa. +st+a,.40), 
w 


velations done la loi de deriyation est manileste, et qui pourront Ötre pous- 
ses aussi Join qu’on le voudra, en remarquant que le co&@fficient numeri- 
que d’un terme quelconque de lune d’elles, est la somme du coöfficient 
de möme rang dans la precedente et de celui du terme plac& immediate- 
ment avant, pris tous deux abstraction faite du signe; le co@fficient du 
premier terme de chaque parenthese £tant d’ailleurs egal a ”’—1, et les 
signes dtant regles d’apres ceux des termes correspondans de la serie 
proposee (a.). Ainsi, par exemple, pour u=[7, on trouve 

27 ="—1;: 1W=63+57, 9= 57442, 64 = 22, 299=2R2+7 

8=7-+1, 

Remplacant ensuite 2 par 2-1 dans ces formules, et changeant le signe 
des parentheses, on obtiendra les valeurs correspondantes de ‚$ relatives 
ü la formule (#’.), qui d’ailleurs p@cheront par exces, celles qui pr&cedent 
p@chant par defaut, 


. 
PZ 


Il 


17. 

Quant aux expressions relatives a la formule (7.), elles seront 
les m@mes que les prec@dentes, a cela pres que u se trouvera augmente 
d’une unitec. Enfin, si lon prend les moyennes respectives entre ces 
dernieres expressions et celles dont il vient d’öire parle, on obtiendra 
les formules suivantes que nous designerons par (/‘.), et qui se rappor- 


tent au cas diindeeision, souvent rappele, pour lequel 2 et @ ont die 
choisis de fason que la condition a“a,= 34" a,,. se trouve satisfait rigou- 
reusement ou approximativement: 
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u=0, s=.+- Sa,, 
ei N 1 vi 2 \ 
HK —|1, 5 = S$S, > g ( im 9 Anti) 
t 

u=2, S=u.-+t 16 (15a, — Wantı Yun+2); 

i 
@. ) i sms, se.t3 (Sla,— 29a,+1+ 13a.42— Sur4+3), 

u=4, 53, R ( 63a, — HUT PRBE, 2 38a, — 16a. + 3a +4 )y 
i 

= 5, Ss, — IHR (127a,—1 19a,41+ 94a.4— ö4e 34-19 a. Sans), 
1 me» » fi 7 h) 

u=6b, S=s,t 356 (2590, — 246an4ı +2 13an ya —148a,434+73a,+: — Aa. s+-3a,4o). 





On remarquera, en outre, que ces relätions sont soumises aux 
mömes lois de dörivation que les pr&cedentes; ce qui permet d’en prolon.-. 
ger le tableau indefiniment; les signes des termes qui y entrent dtant tou- 
jours ceux des termes correspondans de la serie proposde. 


Applications numeriques aux series peu convergentes. 


18. 
Soit, en premier licu, la serie tr&s peu convergente, 


ir ee Br Pr, 1 
:=1-37175777t77 7, 3m tat 


dont il faudrait caleuler pres de 50000 termes pour en obtenir, ü moins 


+ eic. 





de 0,00001, la valeur qui repr@sente, comme on sait, le nombre - ou 


0,785 398 163 .... Egal au quart du rapport de la circonfcrence au dia- 
metre. On trouvera, sans difficultös, en ne prenant (1.) que les valeurs 
absolues des difl&rences, 








ee "er SE 2 2 1.2.4 
Ta TRETEN AR)" 
1.2.4.6 Fr 1.2.4. ... 248 
"An ana 








kun on Fe = —— ; 
. (r-+1)(2n+3)(2n+5)(27r+7) f (2a+1)2n-+3)2n +5)... .(2nt+2u+1) 


La loi de ces differences est manifeste, et elles vont constamment 
en decroissant 4 mesure qu’augmentent, goit le nombre z qui marque le 
rang du terme auquel elles se rapportent, soit le nombre # qui marque 
Vordre de chaque difference. 
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Prenant, pour chacun de ces ordres, le rapport de la difference du 
terme a, a celle du terme suivant @,4., qui s’en deduit en y changeant 
simplement 2 en n-+1, on aura @videmment 


Man __ 2n-+3 Aan __2n+5 Aa __2n+7 
—————— EEE — EEE nn Te u ..0» 
A anrı 2n-1? A Ay +1 2n-+1? A an+ı Int’ 


Alta, 2n+2u+3 
— & 
A’ a. +1 2n-i1 





Posant enfin l’equation 


? Man __ 2nt?urs3 __ 3 
IE A au+ı re 2n-+1 TEE 


qui represente, sans changement de signe, celle Pu, 8»)— 3 Yu, n)= 0 
“dont il a et@ question au No. 12., lorsqu’on y suppose y=n, elle fera 


ou a—?In=(, 


connaitre l’ordre u. auquel on doit arr&ter les transformations de la serie 
proposcde pour qu’ayant A” a, < IA QAurıy de =0 a „=?Rn—l, on ait, 
au contraire, 4a, >3&4"@,,, quand on passe de l’ordre a„=?n, a l’ordre 
„=2n-+1. I arrive elfectivement ici que la foncetion u—?In ou 
a"0,„—3&"Q,,, reste constamment nÖgative pour toutes les valeurs de u 
inferieures ü 2, et devient positve pour toutes celles qui surpassent cette 
meme quantite. 

Drailleurs, si lon remplace (13.) 2 par # dans l’equation u—-In=0, 
ce qui donne, en general, u„—?2n=0, il paraitra evident que, pour tous 
les ordres u inferieurs d 224-1, on a constamment A“a,<(34”a,,, de 
y=nay=—x, tandis que, pour cet ordre lui möme, auquel repond 
l’equation 22-1—2n=0, linegalit@ dont il s’agit, n’est satisfaite qu'ü 
partirdey=n-+1, la valeur „= n donnant, au contraire, 22-+-1—2>0 
ou a” ra, >3a”ta,.10. Om est done assure que, pour tous les ordres 
 inferieurs a 22-1, les valeurs donndes par la formule (2.) ou (:.) sont 
les plus approchdes possible eu @gard au nombre des termes qui y en- 
trent, tandis que lon ne peut plus rien affırmer relativement ü lFordre 
2rn--1 lui me&me, ainsi qu’ä tous les ordres suivans. Ce sera donc le cas 
de se servir, pour calculer la somme S de la serie proposee, de celle 
des formules (/‘.) du No. 14. ci-dessus, qui se rapporte a lordre u=?n, 


19. 
Supposant, en particulier 2 = 0, ce qui revient a prendre 
S, — 0, Q„ — 1, Aydı Gas 54 Qn+2 == + etc., 


l’equation ci-dessus donnera #0, et la premiere des formules citees 
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SS = s,t+3a = 0.75; 
valeur exacte a moins de zz. 
Supposant ensuite 
n=1 aus =1, ,=5 Anyı = 3, 4, =9%, 
on trouvera »=?, et, par la 3"* des formules (/’.), 
SS = 1,—,,(150,—10a,+ 30,2) = 0,785714, 
a moins de 0,00633. 
Pour obtenir un pareil degre d’approximation a Paide du procdde 
direct, il faudrait calculer au dela des 3000 premiers termes de la serie. 
Supposant enfin 
— — — 1 — 
n = 2 ou S, — 1—35, Q,„ — 5, Gr — 7?’ Q„+2 zum 55 Q 543 — 17T > Ze — 133 
il viendra 
= 2n zu 4 
et N) = Ss. nr (63 a, 36 Q,H tr 39 Q,4—16 Qu; + 3 Qn44) — 0,7893924 ; 
valeur exacte, jusqu'ü la 5° decimale. 
20. 
En recherchant direetement les limites de l’erreur qui se rapporte 


a ce dernier u on trouvera (10.) 
1 
a in — U) an+2 = 0,00003667/ > — ; et An+ı = — 0,0000261, 


attendu qu’on a ici rigoureusement 4“ ae +1, et d’ailleurs 
9 
Yopi, = ImIRFRTHTZ ET A ru 
Ges limites surpassent, comme on voit, de beaucoup Verreur eflective dont 
la valeur, positive, est moindre que 0,0000058; mais, si lon en prend 
la demi-somme algebrique, le r@sultat qu’on peut considerer comme l’ex- 
pression de !'erreur probable, bien qu’un peu faible, donnera une valeur 
tres approchde de l’erreur effective, ce qui tient ici ä ce que la serie 
a0 — 380, (A any 3aN a2) (A 03a, )— (da, — ara, 4) tete. 
qui entre (11.) dans l’expression de cette erreur, est aussi peu conver- 
gente que la proposde, ef a, em cons@quence (2.), pour valeur tr&s ap- 
prochee, la quantite 
aa — I an — ala 0 — Ian), 

qui est pr&cisement (10.) la moyenne arithmetique des limites ci- dessus 
de leerreur. 

Eu substituant d’ailleurs, aux differences des divers ordres qui en- 


trent dans la serie dont il s’agit, les valeurs numeriques qui leur appar- 
3 * 
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tiennent, on obtiendra, pour l'expression rigoureuse de lerreur ou du 
complement de la valeur de 5 qui nous occupe, 











1 
Zur (nt —2b,)= 
2 3 4 5 
nY en 7 | 
AR RERTRFZT 1135.15.17.02177515.17193133 TEVATPTEZRTURG 


serie, en eflet, tres peu convergente, et qu’on pourrait, ä son tour, traiter 
comme la proposee, mais qwil nous suffit ici d’avoir signalee. 

En applicant sa methode au cas qui nous occupe, Euler *) est 
parvenu ü la transformee indehnie 


1 „Ir. 1.20 , EB 

a rstsstsertssnst et.), 
qui est donnee par la formule (i.) appliqude au 1” terme de la serie pro= 
posde, et dont il faudrait caleuler au moins les 14 premiers termes pour 








obtenier un degr@ d’approximation egal a celui que comporte la valeur 
0,785924 trouvee en dernier lieu. 
21. 


On arrive ä des resultats analogues en considerant la serie 


7 ee 1 
5 = 1-- 2-2. 1 2. 12..Z 0.0. 
5 nl 213 I 5 (2 I771 +2272*37473 


Oui represente le logarithme neperien de 2, et ä laquelie Euler A egale- 








+ etc. 


ment appliqu@ sa formule de transformation aux endroits cit&s. On trouve, 
en effet, Alta. wi n--u-1-2 He et 

A an+ı ie n--1 au n--1? 
rapport qui converge sans cesse vers lunit€ a mesure que 2 augmente, 
et qui devient pröcisement @gal dä 3 quand on a 





u = 2n+1. 
Prenant, par exemple, 
— | — / — 2 BE — 1 nn 
n — 2? ou $, -—— 1— >) Q, — 5 a Q„+1 — Ip d.22 — sy Qur3 — ®) efc., 


ı viendra = 5, et par la 6° des formules (/‘.) du No. 17., 
SS = 1.4 337 (259a,n — 246 a,+1 + 213 a,.422 — 148 au 434 73024: — 22 a4: 3 a.46) 
— 0,69314546 
valeur exacte A moins de 0,000002, et qu’on n’obtiendrait, par le procede 
direct, qu’en calculant au delü des 558000 premiers termes de la serie 
proposce. 





*) Institutiones calculi differentialis, page 237. Traite de calcul differentiel et 
integral de Mr, Lacroix, Tome 1il, page 349. 
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22 


Soit enfin la serie 
1.3 1.3.5 1.5.5.7 
gelte agstrirss.. 
1.3.3....(2r—1) _1.3.5....2ra—1)(2n-+-1) 
...-c 2.4.6....2n 7 2.4.6....2n(2n-+2) + etc. 
qui represente, comme on sait, le d@veloppement de +1) ?=}Y? 
= 0,7071067. En posant, pour abreger, 
1.3.5....(2n —1) 
2.2.0. 


on trouvera, sans difhicultes, 








- 











— #, 


1.3.5....2u—1) 


(2 nt? (2n--4)(22n+6).. ..(2n+ 2)? 


wa = k.- 1.3.5. NUN) 


2n-+?2)2n+4)(2n-6)... .2nt+2u)(!n F2u0 +2)’ 





aa, kK. 








et, par suite (11.), 





>» __ Man __ In-+?2u+2 
Alta AM an+1 ". Intl ° 


Ce rapport devient egal a 3 (12.), quand 

2r+2u Fr 32a +N)=0 u u—in—i= 
ce qui ne peut avoir lieu rigoureusement pour aucın des termes ni pour 
aucune des difl@rences concernant la serie proposce. 


Supposant, par exemple, 
1 1.3 1.3.5 


n == 1 ou 4, ==1, „=; 57 pmyggrt. 
elle donnera 1 = 2-3. Or, en prenant 4 = 2, on troure u —4r—1<0, 
et par consequent A"a„<34”a,,, der=1än= x; tandis que, si l’on 
fait a = 5, on obtient A"a,„>34a“a,,, pour z=1, puis a" a,„< Is" @yrı 
depuis 2=? jusqu’a 2=%; ce qui prouye @videmment (15.) qwon doit 
sarröter aux transformdes du 3” ordre, et se seryir de ceelle des for- 
mules (/'.), qui s’y rapporte. 
On trouvera ainsi, en ce rappelant que s,=1, a, —=% ur 
= s,—y;(3la,— 29041 Tr 130 — 30,43) = 0,7072 

valeur trop forte, et qui ne diflere pas de 0,0002 de la veritable, comme 
il serait ais6 de le constater, ü priori, em calculaut les limites de Verreur 


avec um degr@ d’approximation convenabie. 
Ce calcul ne laissant pas que d’ötre pÖnibie, dans le cas actuel ou 
la relation “0, = 34”a,,, n'est point exactement satisfaite, il sera pre- 
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ferable de calculer, selon la remarque du No. 11., directement deux pre- 
micres valeurs approch@es de S, par les formules (i’.) et (k‘.) des No. 15. 
et 16., lesquelles deviennent ici, en ayant egard aux signes des termes 
et attendu que u —)?, 
$—= s,—4(70,—#0.4ı + 0,2) = 0,7109375, 
$ = s,—a,+3(70,1 —40u2+ 0,4) = 0,7060547 ; 

valeurs dont la 1° est trop forte et la seconde trop faible, d’apres la re- 
marque du No. 16. et si l’on observe qu'iei les signes des termes sont 
changes. 

Prenant la moyenne aritbmetique entre ces nombres, laquelle re- 
pond ü la formule (#.), on obtiendra la nouvelle valeur 

5 = 0,7084961, 

qui serait immediatement donnce par la formule (.) ou son @quivalente 
(m’, No. 17.); cette valeur est done, ä son tour, trop forte, et par conse- 
quent la veritable valeur se trouve comprise entre elle et la plus petite 
des precödentes 0,7060547, dont elle ne differe que par la 3° decimale. 
Prenant, en conseanience, la moyenne de ces dernieres valeurs, on ob- 
tiendra finalement le nombre 0,7072754 qui s’accorde avec celui qui a te 
obtenu direcetement ci-dessus, au moyen de la 4° des formules (/’.). 

D’ailleurs la marche pre&c&dente n’est guere plus laborieuse, et elle 
apprend que le nombre dont ıl sagit ne saurait differer du veritable, d’une 
quantit@ qui surpasse la moitie 0,00122 de la difference de ceux 0,7084961, 
0,7060547 dont il provient. 


Transformation des m&mes series dans le cas oü le rapport 
numerique de chaque terme au suivant converge vers 
un nombre plus grand que l'unite. 

23. 

Les series qui nous ont jusqu'iei occupes sont censdes fort peu 
convergentes, de sorte que leurs termes consÖcutifs tendent sans cesse vers 


l’dgalit® aussi bien que ceux des suites formees par leurs differences des 
divers ordres; s’il en etait autrement, et notan:ment si la discussion du 


No. 13. avait appris que, dans un certain ordre x de differences, on a 
di - 4 ), 
a"a,—38"Q,n,; ou seulement Aa, >2u"@,1;, 
pour toutes les valeurs de n superieures au nombre 7 qui marque le rang 
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du terme auquel on veut appliquer la transformation, il faudrait s’arröter 
a la formule (2.) qui se rapporte ü cet ordre, et calculer direetement la 
valeur de la serie d, (8.) qui entre dans l’expression du reste de cette 
formule, en modifiant le proc&d& qui pr&cede ainsi qu'il suit. 
Sachant, par exemple, que, dans la sdrie 

$S= 5,40, —0,ı1 +, —0 + 0, — etc. 
chacun des termes qui suivent @„, est au moins 2 fois le precedent, le 
nombre 2 €tant egal ou superieur ä 2, on la multipliera par z, ce qui don- 
nera l’expression de 25; ajoutant ensuite eette expression ü celle de S, et 
divisant par 1-++7, on mettra le r&sultat sous cette forme, 


$=s.t+ we 0,7 we [(a,— Lay.) — (au — 0,42) -F (04 20,45) ett.|. 
Le nombre z, qui entre dans cette transformede evidemment identique avec 
la serie proposee, doit ätre choisi le plus grand qu'il est possible sans 
ndanmoins qu’aucune des quantit@s ou differences @,—ia,11, %4ı —1d,5 
Qn42 — 10455 +++. Puisse devenir negative; condition ü laquelle on satis- 
fera evidemment en prenant, pour ce nombre, la plus petite des valeurs 
du rapport de chacun des termes de la serie proposÖe au suivant, en allant 
de a, vers l'infini. 


En representant encore iei les differences, dont il siagit, par &,,, 
A;Qyrıy Asln42y ++ ++, Vindice 7 affect@ a la caracteristique A servant ü rap- 
peler que ce ne sont pas simplement les differences des termes consecu- 
tifs de la suite @,, @z4ı5 @y429 +... quil s’agit de prendre, mais bien cel- 
les de chaque terme ä 7 fois le suivant, la relation ci-dessus deviendra 


i i ; 

$ = tt ei At A; 0,42 — Aifyız + etc.) 
Si les differences qui entrent dans la parenthese de cette transformee, 
sont decroissantes, ce qui exige qu'on ait, depuis „= jusqu’a 9 infni, 


Aa An Tay+1 





—ı ; dest-A-dire >1, et par consequent 








+ . 
anf" DETTER 
Anti 7 An+2 Kant? 


l’erreur qu'on risquera de iR: en Bee, 


s=s.+75% n, Sera <H A;A, ‚IH (@, — 10,41); 
mais, pour quelle soit moindre que celle qui se rapporte “ la valeur 
$=s,+t.a,, il faudra, tout au moins (1.), qu’on ait 
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1 
IF: &; an < Anrı 5 ou a, <(I+ 2) ar. 


Gela etaut, on pourra proc&der ü la recherche d’une valeur plus appro- 
chee encore de 5, en traitant Ja serie entre parentheses comme nous l’a- 
vons fait de la proposde, et ainsi de suite, en d@barassant, ä chaque fois, 
il y a lieu, cette serie des facteurs qui pourraient compliquer inutilement 
ses termes, 


24. 

Get expose sulüt pour monfrer la marche ä suivre dans le cas qui 
nous occupe, et, au lieu de continuer a raisonner dans P’hypothese la plus 
senerale, nous consid@rerons, en particulier, les s@ries de la forme 

$S=s,t+0,"— au", tar etc, 
qui sont celles qui se presentent le plus frequemment dans les appliea- 
tions, et nous supposerons que, la variable z Ctant inferieure ou tout au 
plus egale a lunite, les coöfliciens numeriques @,,5 Qy4ı, Angıy «+. et 
leurs differences des divers ordres forment des suites naturellement de 
croissantes, mais d’une manicre fort peu rapide; cas qui interesse specia- 
lement les applications. 

On pourra d’ailleurs toujours preparer la serie propos@e et celles 
qui dependent de ces diflerences, de maniere que cela ait lieu dans cha- 
que ordre de transformees. 

Supposant, par exemple, les co@fficiens @„, Qy4ı5 Qnyıy »«.. tels 
que chacun d’eux soit au moins 2 fois celui qui le suit immediatement, on 
mettrait la serie proposde sous cette forme 


j 4 2 4 
s=s.+2(,.—i0,4, +20, 5 


> 





. _ 
— 0,45 Z +’ 2 — ete.); 

ce qui en ramenerait le calcul a celui d’une autre serie dont les coöfficiens 
des termes consecutifs tendraient vers l’Egalite, A mesure qu'on s’Cloigne- 
rait du premier. Mais, comme Fintroduction des facteurs 2 dans les series 
des diflerences relatives aux transformdes successives, compliquerait beaw 
coup les r&sultats, et qu'il serait impossible d’en rien conelure do gencral, 
nous admettrons qu’ils surpassent, du moins a partir du 1” ordre, assez 
peu lunit& pour qu'il devienne inutile de les prendre en consid£eration, 
d’autant plus que, s’ils &taient tres grands, les series qui leur correspon- 
dent deviendraient tellement convergeutes, qu’on serait dispens@ de pous- 
ser plus loin les trausformations. 





‘ 
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23. 
1] u . . 
Considerant donc la serie 
(A.) $ = ss +t,3—2’ +03 —a,3'+ 0,2’ — ete., 

1 

supposee tr&s peu convergente pour le cas de s—1, on prendra 3 = —; 


ce qui donnera la transformee du 1” ordre 


(B.) $ = 5,” 


7 F| 4 
(a sT—m2 ta; —an, + ete., 


z 1 
_—(/ — 
Fir“tik 
‘ % ’ 1 2 
attendu (23.) qu’on a, en general, le — Ang hl ran:", 
Fesant passer en dehors de la parenthese le terme en Ar,, multipliant 


1 . . 
tous les termes par —, ajoutant la zouvelle Equation, membre ü membre, 


x .,7 . * 1 ’ 
ı la premiere, et divisant par 1-+ —*), on aura pour transformee du se- 
cond ordre, 
- „: a 

3 Ss -t a + 7 10, + — (Ha 5— 15° +40, —aa,z . 
(€ ) + 1+z ıt (1427 ıt rl 1 + 4» "+etc.). 
Continuant ainsi, de proche en proche, on obtiendra, en gen£ral, pour la 
transformee de l’ordre u, 


DD) Sestgut garten 
BER a er - (a a, 3— 60,2’ + a 0,2’ — etc.), 


dont la loi est manifeste. 
Supposant d’ailleurs que la serie, entre parentheses, soit conver- 
gente, on aura ; E F 
(E.) a el = = ad: 7 Be 
 . — 4“t!a, = S’ ü moins de as ag. 
It: (14-2) 

Cette derniere serie S’, poussde ü linfini, est celle qu’Euler a ob- 
tenue ü la p.7., Tom.I. de ses Institutiones calculi differentialis, sans 
faire connaitre, toute fois, l’expression du reste ni la limite de l'erreur 
commise, quand on l’arröte a un terme quelconque. 

26. 

Si l’on fait passer en dehors de la parenthese de la transformde 

ci=-dessus, le terme en 4“a,, elle deviendra 








*) Ou, ce qui est plus simple et revient au meme: multipliant par z, ajoulant, 
puis divisant le resultat par 14. 


Crelle’s Jonsnal d. M. DA XIII. HR i. 4 
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Fazsn to „AR: er 

a —t zutl zu 2 a. \ 
....t ALw Ya? Fin u Ufey #n— Ar SL, (aa, — aa, 2’ ara, z'—etc.); 
nouvelle relation qui, d’apres ce que nous avons vu (4. et 7.) pour le 
cas de s=1, revient precisement a !celle qu’on obtiendrait en fesant 
commencer la transformation au terme suivant @,’ de la serie proposce; 
ce qui donnerait 


„® 
z 


$ = FAT 79,2) | 2)? AQ, ..e.» 
„url : zu 3 4 
‘ U— u ou u Ps u . 
Atze“ (142) (A, — aaa St— etc.) 


ou 
Bi 3 „+1 ul 
Ay —— —— V— A A 2 j R . 
ee Te = u 


On aura donc aussi, puisque la serie entre parentheses est supposde con- 


vergente, 


„uFfl „.t? 
En Q/ er. 7 7 ERRRR 1/4 = 2 e- U« 
G. $ = 5 + et a, = 9, a moins de 4, 


+) 


degr@ d’approximation qui est superieur a celui que comporte S’; mais on 





voit que, tandis que cette derniere valeur est trop faible, la preeedente 

" ? y» > y a. ld 
est trop forte, de sorte, que la veritable limite 5 de la serie proposce 
est comprise entre elles. 


Passant maintenant a lordre suivant u 4-1, ou, ce qui est la möme 
chose, multipliant la seconde (F.) des transformees ci-dessus, par 
joutant, terme ü terme, “ la pr&cdedente (D.), puis divisant le resultat 


1 
par I-- —, on aura 


a 


A 


„2 F 
(2.) J m 3, + —— - a-+ Ir: Aa, + et Tg v- ag -+ 


- 


1--: 2) 
-ut1 -u-+1 
er A (I 


ER CHAR Fe  \ 
(i+z ut Ft Ar: (1-4 zu \ 


- 


et par conscijuent, en supposant toujours la serie, entre parentheses, con- 


vergente, 
-u+ 1 m - „ur? + 
B 2. / a4 „U Bien Zu en 7] PRESSEN / A 
(i.). S= S+7 aa Ss, a moins de ge ar a" an. 





27. 


Cette derniere liniite sera gendralement plus petite que celle qui 


se rapporte a 5 ou (E.); mais, pour quelle le soit davantage que la 
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limite de 5” ou (G.), et qu'il y ait par consdqueut motif de preferer la 


valeur de S’” ü celle de $’ on devra avoir, tout au moins, 
1-4? +1 zi+? +1 
m aa a", ou AT z)Aa”Mm, 
GEST E ı<(ir z)A 2» ı<l + 23 
cest-ü- dire aa, <(?-+:)a"a,, et, tout au plus, 


„ut? z4+? 2. u u \ 
Apr ra < ren (Am, —a"a,z) ou artta <(l-4+2) (4a, —a* a, 3). 





La m&me condition devra d’ailleurs etre satisfaite dans tous les or- 
dres inferieurs ü #, pour pouvoir aflırmer, d’une maniere absolue, que le 
resultat a le degr& d’approximation que comporte le nombre des termes 
de la proposee qui y entrent. On s’arrötera done ü l'ordre x pour le- 
quel a“a, @gale ou surpasse, le moins quiil est possible, la quantite 
(2+3)3“a,; et, attendu «qne les complämens ou erreurs relatives A 8” 
S‘' sont de signes contraires, et ne peuvent elles mämes alors diff@rer 
que tres peu entre elles, on pourra prendre, pour nouvelle valeur ap- 
prochcde de la scrie (4.), celle que donne Ja moyenne arithme£tique entre 
5’ et 5’, dont l’erreur, comme nous lavons vu (9.), pour le cas parti- 
culier de s=1, deyra ötre aussi tres pres de zero. 


On aura done 


5 + en, Be 
EZ PARKETT Zn 





— EV, 
="; 


expression ü laquelle a l’erreur 


ıf£? 
+ sur: art [4 at ar! Q, + aut! Q; 2_etc. — (14+:)a"0,+ (1-2) z"a,) 


— (143) z’4“a, + etc.| 





ou 


er s j u ‘% u ‘ u 
Hm lern (2+2) 0 [ara —(2t2) ara,]c+ [a (Q+2)ata,]e 


mmainn [a“ a—(2tz) a“ Q; | + etc.} . 


Par cons“quent si, comme on le suppose, les differences qui entrent dans 





cette erreur, sont deeroissantes et z Ka l, cette möme erreur sera (9. et 10.) 





zur? 
Se lt tt) lar,—Ara,2)] 
uf? 
IHR, dei - “tl =]. 
> zyatl | a“ Q,; (2 + z).“ Q, — 4 0,3]; 


cest - a-dire 


4*% 
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zi+? f 
<>; d-+2)H+! [4a“a,—(2+2)3%@,--(2+2°) 4°a;| 
zut? 
> 2(14+:z) zyurl [A“ u—(? + z) AN, — ‚“tlg,2] *). 


28. 
Pour decouyrir, @ priori, Vordre x auquel on doit arröter les trans- 
formations, on posera l’@quation 
aa, = (?2-+z)a“a, ou, plus generalement a“o,—= (2-+2)4“a,, , 
dans laquelle il n’entrera que p, z, 2 et des nombres tout connus, et qu'il 
faudra discuter, dans chaque cas, de la m@me maniere que nous l’avons 
indique, en general, aux No. 12. et 13. et, en particulier, aux No, 18. et 
suivans, dans la supposition de zs=1. 


Considerant, par exemple, la serie 
x oc? 0° ac” rn acın+3 


EFT ET nr Feten, 





on la ramenera ä la forme de la pr@c@dente, en posant 
arctangx __ S 
= 


1 En > 1 
= 1—z0 +50 — 78 In? Fon+3 





un 


rt + 











‘ 


2n+t — 
ce" + etc., 


»n 
+ 
an 


n 


et, par suite, 
=, sel, ,=35, %=7, =} etc. 


\ 


Attendu d’ailleurs qu’on a ici, en representant par <£ le rapport de “a, ü 
A Qu (18.), 
0 2ut-2n+3 








9 9) 
220, . z , . 2u+2n +3 __ Y 2 
(= and il en resulte l'equation 3 aekuen tr, 


pour determiner x quand x et z sont donnes «@ priori. 

Supposant d’abord 2=0, ce qui reyient ü operer la transformation 
sur le 1” terme 1, de la serie 5, on obtiendra = —3-+3%. Or cette 
relation prouve que, quel que soit x, pourvu qu’il ne surpasse pas l’unite, 
on doit se borner ä operer directement sur les termes de la serie, sans 
recourir aux transformees. 





*) La moyenne arithmötique de ces erreurs, ou l’erreur probable (19.), a, pour 
expression, 


„+? 
2 u (2+z Ki Rt r 
Ol —z)u + jA a, (2 +2) At 04,32 [A" a, (2-2) Ara,]t: 
quantite qui exprime une valeur mn (10. et 19.) de l’erreur effective lorsque 
la serie Aa — (2-+:) Aa, — [AM a,— (2 2+:)A4a,]z+[Aa,— 2+>)3%a, ]:* —etec., est, 


du moins ü partir de son u. terıne, de meine nature que la proposce et convergente. 
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Passant done au second terme pour lequel 2=1, on obtiendra 
kR=ı+tir 
et par consequent 2—=? quand = =1, a =1| qund ==}; ce qui au- 
nonce 4ju’on deyra pousser les transformations jusqu’au second ordre lors- 
que 2° surpassera 5, et jusqu’au premier seulement lorsque x’ sera plus 


petit que 4 ou tout au plus Egal ü 3. 


Si l’on suppose, en eflet successivement Pr =), ge =l, =), a =), 
dans l’expression de £, puis 2= 1, on s’assurera aisement que, 
1°. quand ,<}!, on a d<<2+zx pour lorde R=0, et C>!+x' 
pour tous les ordres suivans; 
2°, quand >;<i1, on a c<2-+x° pour les ordres k=0, v =1, 
et C>2+x° pour tous les suivans, 


Et, comme 2=1 revient ü supposer, abstraction faite des sigues, 








ren: a iz a 
ce qui donne 
un u 2 2 BE x 2 
at air ua TEE York &.% de ba Sa Fa &, .. . 
9 2 24 a 9.4 
Om nm — a on a0 = Ku 
8 3.5 9./ 3.5.7? F 5.7.9? 
. 2.4.6 ji Ai 2.4.6 
A’a, = — = u 
8 3.5.7? r 5.7911? ° 


on aura (25. et 27.), pour z’<{5, en observant que u=1, <= .r' et 
ayant €gard au changement des signes de @,, Q,, a, etc., 


1 a? 
BEN Na 


$'V Ss: i (2422) ) * — 1 ae x* — 1 (2-2?) ss. 
; (142°)° 3 1422 35°’ (i+2)% 
de sorte qu'en Fo $= 5", l’erreur sera (27.) 
(3—4x?+5x') x° (3—13x0?) x° 
br (1-+- x)? 3739 (t--ax2)” °9.7.9° 

















Pour x >}, on trouvera pareillement, attendu que ax = 7, 








} 1 y- 2 or® 
Sel—a.ı0 — 57 ——, 
3 1--x? ing 
ie ar ae 
3.0.7 (1+x?)’ 3 3 ite) ) 3.5 ® (1-L-a?)? 3.5.7 . L-- ur K1 X “ 
l’erreur relative ü cette derniere expression dtant 
(n—62="+5r*) 42° (11—17x?) 42? 











an wer, 57m > 1+2:” 57911 ° 
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La valeur approchee de S, &tant ainsi trouyde pour l’&tendue des 
valeurs de x ü considerer, il ne s’agira plus que de la multiplier par x 
pour obtenir celle de arc tang x. 

29. 

En terminant ce qui concerne les series convergentes dont les ter- 
„nes sont alternativement positils et negatifs, nous devons presenter quel- 
ques remarques essentielles. 

1’. Les considerations exposees en dernier lieu, s’appliquent aussi 
bien aux series descendantes qu'aux series ascendantes, et ne supposent 
pas essentiellement que les puissances de la variable soient rationnelles 
et entiers, mais sewWement que leur rapport, en passant d’un terme quel- 
conque au suivant, soit constant. Or c'est ce qui est @vident a priori puis- 
qu’on peut toujours supposer que ce rapport ou la variable z soit une fonc- 
tion queleonque d’une autre variable independante. 

30. 

2°, Les mömes considerations et toutes celles qui precedent n’exi- 

sent pas essentiellement que les co@ffieciens de la serie proposde ei leurs 


“ 


dill@rences des divers ordres soient decroissans dans toute l’etendue de 
cette serie, mais seulement que cefte möme serie et celles qui constituent les 
restes ou complemens des diverses transformees, aient une limite ou soient 
convergentes; ce qui exige simplement que leurs termes aillent sans cesse 
(1.) en diminuant, a partir d’un certain d’entre eux; du moins ne doit- 
on appliquer les consÖquences qui se rapportent ü la limite des erreurs 
commises, quand on neglige les restes ou complemens dont il s’agit, qu’ä 
la partie convergente des series formees par ces restes; ce qui suppose 
qu’on fasse sortir dans chaque cas, au dehors de parenthcses qui les ren- 
ferment, tous les termes divergens ou croissans pour les reunir ü la par- 
tie qui doit donner la valeur approchde de la somme ou de la limite S 
qu'il sagıt d’obtenir. 
Soit, pour exemple, la scrie 


I 57. 579... 3791 5.7.9.11.13 
n ö u na url TER Schiene x nat i ER .!. 5 5 
ia) mi ET 346.8 370. 510% + etc. 








dont les eoefhciens numeriques vont coustamment en augmentant, et qui 
est convergente tant que x demeure au dessous de l’unite, mais dont les 
premiers termes commencent par diverger lorsque x surpasse 2, et ne 


redeviennent decroissant qu’“ partir du terme pour lequel on a 2n< Ne 
—x 
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In ’„ * . a . | . 
— rt: Ss ang de ce terme qui en a r—l1 avant luı 
ou 2<;,13 n designant le rang de ce terme q s 
2 A er E Bi 
et 3u43 3 exprimant le rapport de ce m&me terme au suivant: On lor- 
n 
mera, san sdiffieultes, ce tableau des differences des cocfficiens de la serie 
dont il s’agit, pris toujours dans l’ordre inverse, 





























Ordre 1” 2 Ey 4° 5 (1 termes des 
differences 

5 5.7 5.7.9 5.7.9.11 5.7.9.11.13 

a" 1, 7 34’ 34.6 2.4.6. 8? 2.4.6. 8.10? 

3 35 3 57 3 5.79 3 57911 

!l I OT Pp Te 748 71680“ 

| 3.1 315 DT ER 

es, 246 24658 746810’ 

u Eu Si 3 34, 57 

"| 246° 2468’ 7468.10? 

1 2333 sera "s 

a | 2468’ :246.8°10° 

„13 143,3 

a 5268.10? °* 





La loi de ces differences est facile ü saisir, et l’on voit que leurs 
valeurs absolues sont constamment decroissantes ä partir du second ordre, 
soit qu'il s’agisse des differences des divers ordres, relatives ä un möme 
terme ou qui appartiennent ä une m&me colonne verticale, soit que l’on 
considere celles qui, rangees sur une m&me ligne horizontale, appartien- 
nent au möme ordre et aux co@fficiens successils. 


D’apres cela, si lon suppose, dans la serie (4.) du No. 25. 


a Lira te REN N; ar ie 
3, = ’ 0, =—3;, MOSER u er PIC, , a — r 


on trouvera, pour les translormees simples du 1” et du 2" ordres, la sc- 
rie proposde, 


r 








5 x "Be: Wille Ai: WOBEI. wu © 325.3 ra 
Sinti la Her 3 er N, etc), 

5 x 3 a? oc? & 31 5 R na Ei R ) 
elta a Se + 5a ae 3 an tete). 


La serie entre parentheses, contenue dans la derniere de ces trans- 
formees, ne devenant divergente que lorsque x surpasse lunitd, et restant 


convergente dans le cas contraire pour toute l’etendue de ses termes, on 
aura encore ici (26.) 
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r. 5 = 3 oc? . ? 3 s 

I m mie & = #1 py d+x=?' “a meins de 5 hap> 
et sous Ja seule reserve que x ne surpasse pas l’unit, La m&me chose 
ayant lieu pour toutes les transformees des ordres superieurs au 2°, on 
voit que ce qui a te dit aux N“ 26. et 27., leur est immediatement 


applicable. 


Quant a celle du I” ordre, la serie, entre parentheses, quelle ren- 
ferme etant du m&me genre que la proposee, c’est-A-dire convergente 
pour toutes les valeurs de x moindres que Yunite, quoique susceptible de 
diverger dans ses premiers termes quand x surpasse *, on devra lui ap- 
pliquer les remarques qui preeedent relativement & la valeur approchee 
de S qu’on en peut deduire. 

Supposant, par exemple, x = 0,82, il arrivera «ue les termes de 
cette serie iront en croissant jusqu’ü celui qui centient x’; on prendra 
done approximativement 








5 x a 2 - u a* . i 577 oc* 
S—-1——., —. — —,—,-—, a moins de — .— .— . —— 
2 at 2 (1+x) 2"4 '(1+x)? : 2 4 6 (i+x) 
) oc ’ 3 5 oc 
et non ps S=1— — .——, cense exact ä —.—. 7 — pres etc. 
> Az) 2°4 A+e) 


31. 

3°, Enfin lorsque la valeur de la variable, suivant les puissances 
de laquelle proc&de la serie proposce est donnee « priori, soit exacte- 
ment, soit approximativement ou entre des limites assigndes, il n’est point 
indispensable de recourir ä expression analytique du terme general des 
co@lfieiens de cette serie et de ses differences comme on Ta fait aux N 
18. & 23. et 28., pour dtablir la discussion (12. et 13.) a l’aide de la- 
quelle on peut connaitre l’ordre auquel on doit arröter les trausformations 
et le terme dont on doit partir pour obtenir l’approximation la plus 
avantageuse quwil est possible, eu egard au nombre des termes qui entrent 
dans chaque resultat. On peut, tout aussi bien, proc@der, de proche en 
proche, par l'’examen de la loi que suivent les premiers coölliciens de la 
serie et leurs premieres difl£rences jusqu’t lordre auquel on doit s’ar- 
röter, pourvu seulement qu'cn soit en Ctat de prononcer, par un moyen 
queleconque et suffisamment general, sur ce que devient ultCrieurement 
cette loi quand on suppose la serie prolongee & linfini, et notamment que 
les sÖries, qui constituent les restes de chacune des transformees auxquelles 
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on s’arrete, sont convergentes ou constamment decroissantes ii partir de 
leur premier terme. 


Nous choisirons, pour exemple particulier, la serie 
a sie Ad— — (g Fe 
enw re (il in 4 end =) rast La, Se a af de ie, 


qui represente x valeur de an elliptique 


En a x?) ar 
J/s Vtli+z?) * 


et dans laquelle on a v—=-—<1, b’ =sinsd<l; la loi des coefficiens 








DE ) [4 0 “ [4 
numeriques Q,, Qay Ay .... etant d’ailleurs a. par la formule 








—1).... 1 ‚an (p— n+-2) p An—2 
An = _ pp 2 3 (p- —r+ Dim b +1 ‚pr man inne Ed (d—b ) 
ed (non P — lim ve, FE 





.(n — 3) x du 
RB cr 2 a EN an, 
dans laquelle on a remplace, pour plus de gen£ralit@, lexposant 5 des 
fonctions radicales ci-dessus par la lettre p, ce qui fait que la serie pro- 
posce peut servir a calculer, par approximation, des integrales qui appar- 
tiennent ä un ordre plus &lev@ que les transcendantes elliptiques, dans 
tous les cas ou z’ et 5’ sont au dessous de Punite, z‘ reprdsentant d’ail- 
leurs la limite superieure de lintegrale. 

Cette möme serie est une de celles que nous avons eu ä considerer 
dans des recherches relatives au calcul du frottement dans la vis ä filets 
triangulaires (Litographie du cours de mecunique appliquce aux machines, 
de l’Ecole d’ Artillerie et du Genie, 3° Section, Note II‘). Or on peut 
demontrer g@neralement, par des considerations qui ne seraient pas ici ü 
leur place, que, pourvu qu’on ait p<1, 5’<<{1. 1°. Les co@fficiens «,, 
Qy, Qy ee.. forment une suite dont les termes sont alternativement positifs 
et negatifs, a partir du 1” dont la valeur est +1, et qui, pris abstraction 
faite du signe, vont constamment en diminuant ü mesure que 7 augmente; 
2°. la möme chose a lieu ü l’egard des suites formedes par les diff@rences 
des divers ordres de ces m&mes coefficiens. 

Il en r@sulte dont que la serie dont il s’agit est constamment con- 
vergente tant que =‘ ne surpasse pas l’unit@; mais, comme les co@fficiens 


Qüy Ars QAyy oe. Y decroisent d’une maniere extremement lente toutes les 
Crelle's Journal d. M. Bd. XIh. HL. 1. 3 
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lois que p n’est pas tres petit, il arrive aussi que cette m&me serie doit, 
quand = est tres voisin de T’unit@, devenir alors tellement peu conver- 
gente, qu'on soit oblige d’en calculer un grand nombre de termes pour 
obtenir la valeur quelle repr@sente avec le degr& d’approximation desire. 
Ce cas est pr&cisement celui sur lequel nous sommes tombeds, dans 
la Note precitee, en supposant p=#, b”=}, wv=# et z‘—=1, valeurs 
qui donnent 
1, = —0,25, 4 = 0,21875, a, = —0,19531, a; = 0,17725, 
2, = 0,162964, a. = 0,151565 etc., 
et, par suite, 
S = 2—0,166667 3” + 0,070216 3” — 0,038901 2° 
+ 0,0258103°* — 0,018107 12” + 0,01377862''” — etc. ; 
serie dans laquelle il faudrait, en outre, faire z’ = 1, mais que nous con- 
sidererons dans le cas ot 3 aurait une valeur quelconque voisine de l’unite. 


Di 
32. 


Cela pose, on remarquera que le 1” terme de cette serie, surpas- 
sant le triple du coöflicient 0,166667, il n’y a pas lieu de faire commen- 
cer la transformation ü ce terme; et, comme on a, au contraire, 

0,166667 <(2? + 3*)0,070216, 


pour les second et troisieme termes, des que =”? surpasse 0,374 ou =”, 


„ti2 


0,61, il y a avantage A operer sur le terme en =’. Considerant done 
les difl&rences des divers ordres de ce terme et des suivans, on dressera 
ce tableau qu'il serait inutile de pousser plus loin pour l'objet qui nous 


occupe, 
r 3 4° 5° 6° 7" termes 
s’ | 0,166667, 0,070216, 0,038901, 0,025310, 0,018107, 0,013779, .... 
0,070216 0,038901 0,025310 0,018107  0,013779 
° 1 0.096351’ 0.031315’ 0,013591’ 0,007103’ 0,004328’ 
»„ 1 0,051515 0,013591 0,007203 0,004328 
1 0.005150’  0,017722° 0,006388’ 0,002875°’ 
. 1 0,017724 0,006388 0,002575 
a | 0,047412° 0,011336° 0,003513° 
En consultant la ligne horizontale qui contient la suite des dilfe- 
rences premieres des co@fficiens de la serie proposee, on voit qu’on y a 
0,096451>3 x 0,031315; ce qui prouve (27.) que l’on doit arröter au 
1” ordre les transformations relatives au second terme 0,166607 2’ de 


la serie, si mieux, on ne preicre passer au terme suivani. 
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On supposera done, dans les formules de N” 26. et 27., 
net, 432, a = —0,16667, aa = — 0,0941, 
—0,031315, 2... 
et remplacant, en m&me tems, par =’, il viendra 


: z 2-+-: gr 
$ = Sg" — tanzt + ), 


| 


AQ, 





2 (1-+-:)? 
Ar SIE ORA (2-+:"?) Eh us 
—= 2—0,166667 or 0,096451 2 Ay 


l’erreur absolrıe qu’on risque de commettre etant 


<HT [0, 096451 —0O ‚051315 (2 +2) +0, 013591 ("+ z'*)] 





> sera [096451 — 0,031315 (24° 2) _0,0177242'°]. 


Supposant, en particulier, z2”—=1, on trouvera S=1,8805, avec une 


erreur absolue <.0,0037 1 >—0,003152 
c’est-ä-dire moindre que 0,003711 si Perreur vraie est positive, et moindre 
que 0,003152 si elle est negative; ve qui a lieu dans le cas actuel; mais, 
en realite, lerreur absolue est au dessous de 0,001. 

33s 

Si Fon veut obtenir une valeur plus approchee encore de S, il 
faudra passer ü la seconde colonne verticale du tableau, qui contient les 
differences du coöfficient 0,070216 du 3° terme de la serie proposce, et 
descendre, dans cette colonne, jusqu’a ce qu’on arrive a une diflerence 
qui cesse d’ötre inferieure ä 2 +3” fois celle du m&me ordre, de la co- 
lonne suivante ou du 4° terme de la serie proposde, et cela pour toute 
l’etendue des valeurs particulieres de z” que lon veut considerer. Par 
exemple, on trouvera que cela a lieu, pour la difference premiere, des 
qu'on a 0,03131550,013591(2+3'*), ou zZ 0,5041; pour la difl- 
rence 2“; des qu’on a O ‚0177245 0,006388, ou zZ 0,7746; pour la 
difference 3°, des que <’” est plus petit que 1,12686, ce qui arrive tou- 
jours par bypothese. 

D’apres cela, on voit qu’en particulier, si z‘” doit d@meurer com- 
pris entre 0,7746 et 1, ou z° entre 0,85 et lunitE, on devra arreter au 
3° ordre, les transformations relatives au terme + 0,070216z°* qui nous 
oceupe. On on done (26. u 

us, 51 =2—0,166667 2, a, = 0,070216 2’ 
2a = 00177242, ...., 


, 49 = 0,0313152'°, 


5 * 
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‚2 


et enfin z==''"; ce qui donne 


$'= 2—0,16667 2°” 4 0,0702162"° Ta + 9,031315 2" 


„114 


(1-+-:’’?)? 





„44% 
OT rs 


S= "= $' 10.011336 2° Ch). =; 
ibn, 2 (14 2'?)* 


Quant aux limites de l’erreur, comme elles dependent (27.) des dif- 
ferences qui ne se trouvent pas inscrites au tableau, on pourra se dispenser 


(11.) de les apprecier direetement en calculant s&par&ment les valeurs de 


$' = $'+0,011336 2’ Ss!" $'4.0,0113362'” 








z’’® z’* 
(1-+:"?)' Gpz) 
dont la demi-somme constitue la valeur de S’’, et dont la demi- difle- 
rence absolue 











sı/_— RE 0% zZ 
wa = 03 u 


est la limite superieure de l’erreur commise, prise abstraction faite du sigue. 
Supposant, pour exemple, z’=1, on trouvera 
S— S” — 1,579551 a moins de # 0,011 336 = 0,000 708; 

mais, dans la realite, cette valeur de $ est exacte jnsqu’au 4° chiffre d@cimal. 


+ 


‚2 


Transformation des series dont les termes sont affectes Ju 
meme signe; recherche des limites de leurs restes. 


34. 

Les considerations qui precedent peuvent s’appliquer, avec les mo- 
difications convenables, au calcul numerique et a la transformation gend- 
rale des series dont tous les termes, a partir d’un certain d’entre eux, ont 
le möme signe et decroissent ind£finiment (1.) *) en allant vers l’infini, 
pourvu que le rapport de chaque terme au suivant, dans cette partie de- 
croissante de la serie n’ait pas pour limite precisement l’unite, ou converge 
vers un nombre >1. Il ne s’agit, en effet, que de changer le signe du 


a ; 1 e 
nombre i (23. et suiv.) ou des quantites —, — qui le remplacent dans les 





®) Tindötermination relative au signe du dernier terme a, de la serie n’ayant 
plus lieu, il serait facile d’en tenir compte dans les transforındes successives; mais, 
comme il ne peut avoir une valeur finie saus qu’un nombre infini de ceux qui le 
recedent n’aient, dans nos hypotheses, des valeurs encore plus grandes, il en resulte 
qu’alors la limite cherch@e de la serie proposce serait elle ın&me infinie, ce qui dispense 
de toute espece de calculs. 
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differentes transformdes, de mÄme que ceux des termes ou des diffören- 
ces absolues, qui pr&cedemment £taient affectes du signe —. 
Ainsi, par exemple, ces conditions &tant satisfaites dans la serie 
(A.) sS=s tust +; +0, +0, + etc. 


elle donnera lieu ä la transformee de Be 4, 


(B.) Be ice at EL EEE 


„il 


en” Fu WEICHE ie + 4“ 0,2’ + etc. % 
qui, etant poussde A linfini en negligeant la partie comprise entre paren- 


theses, conduit ü cette nouvelle sdrie: 
-2 3 


(€.) s=+7, ug tag He ja + eten, 
conforme ü celle qui a &t& proposce par Euler ü la p. 228. de ses In- 
stitutions du caleul differentiel, ü cela pres que les differences des coel- 
ficiens sont ici censees prises dans l’ordre inverse. Mais, ainsi que l’a fait 
observer le savant auteur du Traite de caleul differentiel et integral deja 
cit@ (voy. T.III. p. 345 et 346), cette serie n'est convergente, par elle 
möme, que dans un tres petit nombre de cas, lorsque les diff@rences Aa, , 
a’a,, A’a, etc., ne decroissent pas tres rapidement, et par consequent 
elle ne peut que rarement &tre substitude avec avantage ü la proposce. 


35. 

Pour montrer la marche par laquelle on peut arriver directement 
a ces resultats, et en m&me tems pour apprecier les limites des erreurs 
auxquelles ils donnent lieu quand on s’argte a un ordre de differences 
quelconque, ce qui fera connaltre, en m&eme tems, les conditions sous les- 
quelles il est avantageux de substituer la transformee ä la serie proposde, 
nous considererons en general la serie indefiniment decroissante 

s=s.+% + F@%42 + 0% 0% etc. 

et, nommant 2 un nombre plus grand que lunite, tel que chaque terme 
soit au moins Z fois le suivant pour toute l’etendue de la serie qu’on se 


propose de soumettre ü la transformation, on donnera ü cette serie la forme 


' Bi B.. ne; Bi 
S=s+l, + taten t zent et), 


pour laquelle 
! f4 5 / ns) 
a, = A,; A nr = 1Ayrıy Any? = 20, etc. ; 


multipliant ensuite tous ses termes par 7’, on aura 
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rip ’ 1 
y F a 
h) > © un IQ Pr En (a n-+1 En ze. nt + -T nd + Ün+3 -+ etc.) , 
retranchant enfin de la prec@dente et divisant par 1 —i = —(i—1l), 
viendra la transformee du 1” ordre 


> ı j 1 / 1 , 1 1 / 
$ zz s.+ rn Sud Sau u (ad', — AH Ant Ant etc.). 


Passant en dehors de la parenthese le terme Aec„, multipliant par ;, 


retranchant ensuite le r&sultat de la pr@c@dente, puis divisant de nouveau 
par 1I— 7, on obtiendra la trausformede du second ordre 


rı I / 2 / 1 21 1 2.1 1 > 
S=s,t ur U Zuge Gay Aa’, -+t GT (> aut art A @ 42} etc.). 
Continuant le möme procede, on arrivera successivement aux transformees 
des 3°, 4°” ordres, et finalement ü la IDEEN de l'ordre general u, 


Ss = 5, tie, ira). n om tr! a°q,, : 
2. 


ET 
Date Sl 2 ara im (a aFQ, ob Kae re 


laquelle conduit &ı EEE au rösultat enonc& plus haut, relativement 
a la serie en <, pour laquelle on prendrait 





G—1)? .»... 





iz | Sn m S;, a. = 0,3% OT n+1 = 0,3, Q „+2 = Q;2, u...» 


36. 
Mais, ce quil importe de remarquer c’est qu’en mettant la trans- 
formee du 1” ordre ci-dessus sous la forme 


1 | 1, ;, 1 
ee, - ln tn tr 


{ 
| a n+2 = @ n—) En etc. 2 
L— 
la serie comprise dans la parenthese, ou son @quivalente 
a: Gni tr Fi Eu z Un? + Un? m Gn+3 + Fnk3 — etc, ’ 
est necessairement convergente (1.), puisque, par hypothese, z>1 est un 
An-+1 An? 


. a ’ 
nombre qui ne surpasse aucun des rapports ——, N 00. CEenses 
Uni An+2 An? 


eux mümes decroissans. Il en resulte, en eflet, que la somme de cette 
serie se trouve comprise (l.) entre a, et 0„— 10,41, OU a, et @„—Ayyı 
—&AQ@,, de sorte qu’en prenant 





L i 
$= 5.4, Verreur absolue est <-— > ad). 


Et comme, en fesant passer en dehors de la Mr le terme 
@„, la transformee qui nous occupe devient 
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4 1 / 1 / 1 / 1 / 1 / 
= Ste.+ len ent Q n+1 z0n2 2 7a Be ete.), 


on voit egalement qu’en prenant 


’ y 1 / 1 / 1 4 1 / 
—=s,ta „, lerreur absolue est < Bye Fran (a 4 G er = — Ay; 


resultat qui d@montre, en general, «que, dans une serie decroissante 

$‘= st Ey + 0,41 +09nt%3+ etc., 
et dont 2 serait la plus petite des valeurs du rapport de chaque terme au 
suivant, considered depuis @, jusqu’ü a, , ona 


ı 
$ = s,„+a,, avec une erreur absolue < > Int > An4ı3 


ce qui demontre qu’une pareille serie aura toufpurs une somme finie 
si, ses termes allant constamment en diminuant de facon «a devenir 
nuls pour n—=x, le nombre ! surpasse l’unite d’une quantitd qui soit 
elle möme finie. 
37T. 

En particulier, si la serie proposde est de la forme 

sS=e s ta:3s+% +03... +9" +0,44 etc. 
l’erreur commise, lorsqu’on s’arröte, dans le caleul, a un terme quel- 


[71 


conque a3”, est 


kzuri 
< Cu Erin >> D AERE ae 


. 0° . k . . . . ..p 
en prenant id = et # etant la limite inferieure du rapport du coci- 


fieient a, d’un terme quelconque de rang x, au coefficient a... du terme 
suivant, eonsidere depuis x = u jusqua x = ®. 

Nous reviendrons bientöt sur cette expression des limites du reste 
des series a terımes decroissans et positifs; contentons nous ici d’en con- 
celure lindice a l’aide duquel on peut reconnaitre si la transformde (B.) 
ou (C.) (No. 34.), supposde arrötce ü un terme quelcouque, est suscep- 
tible de donner un plus grand degre d’approximation que la proposce 
(4.) supposee elle möme arrötge au terme correspondant ou de mü&me rang. 


en 
Os 


\ . 5 5 
Recherchons, a cette effet, les limites du reste compris entre les 
grandes parentheses de la transformde (B.), afin de les comparer ü celles 
qui viennent d’ötre trouvees, en dernier lieu, pour le reste de la serie (4.). 


Po 5 ‚ . [4 . g \ ® 
La serie entre parentheses, dont il s’agit, “quivalant “ la suivante 
7 


—1 ei u > B° R # er 22 
Hug — uns tittg— ut, tag, a — ana, tete, 


7) 
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dont les termes sont necessairement decroissans des que les differences qui 
les multiplient le sont elles m@mes, ce qui est l’hypothese admise, = 
etant d’ailleurs plus petit que l’unite ou tout au plus &gal A Punitd, la somme 
de cette serie se trouvera, des lors, comprise entre les quantitds a“!a, z 
et a"Ta,zs— a"a,z; l’erreur absolue relative ü la valeur 


- 


z z z3 zu 
— En Ba au q 4 a 
(D.) Se rer he 3 #2 a? 
sera en consequence 
zuti 2 zutrl ri 
“ dan aa, Ar) afq,; 


Comparant ces limites ä celles qui ont &t& trouvees cei-dessus (37.) dans 
’hypothese ou l’on prend 


1 a ze - PR. 3 P“ 
on voit que, si l’on a 
zut+i k - 11 k (d— m 
= Bi ie —1 & 
(d—z)“ TR Da ER ET DE k —Y 
r . .n ’pr \ N‘ 
il n’y aura aucum motif de preferer, dans les calculs, ä cette derniere ex- 


pression de S, la pre@c@dente (D.), qui contient d’ailleurs le m&äme nombre 
de termes; mais qu’au contraire, si l’on a 
-ıu+1 +1 
fu [iu \ a 
(1—:)« a a “ @ +1 z# 


au 








k 0 . 
_; au, a fortiori, <a,.z#t", 
c’est-ü-dire 
aut, < 0,41(1—2)%, 
il sera avantageux de substituer la premiere'(D.) ä la seconde (E.): toute- 


fois, «a moins que la valeur de @,,.ı (l—z)* ne surpasse notablement celle 
de la diflörence a“""a,, on fera bien de s’en tenir ü la serie propos&de dont 
le calcul et la forme sont plus simples. 


39. 


Supposant mainfenant qu’on ne fasse commencer la transformation 


relative a cette serie, qu'au terme dont le rang ou lindice & est 2, on 
trouvera, sans difficultes, 


i 1 1 
ses trat... +0," +02 I a0 


(i—z)* 
| Re 1 
2 ont Mg 
Hat an tat oe 








—— 


Fe et Ha ca Hatte + ee); 


de sorte que, si Fon prend 
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. {1 i 
7 -— 1 pr. - > —1 an 
1 1 
„+? ausbesiie Ya un tt 
-F a’a, Gy WE. 7 "nad BR - Gern 
l’erreur absolu sera, dans les m@mes Ka ee 


En ven 
= — ;\u—n+l a On > -)u—n+i A’ n9 
v 5 (2 P) 


et par consdquent, pour qu’il füt certain que cette valeur (/.) est plus 
approchde que celle (E.), on devrait avoir 


en a U— b 
(i— zu Hl a“ "On u Q .+1 ger! >) c’est-a-dire & "Q, u q@, + (1— z)* pi 
40, 


En general, en pourra ü l’aide de considerations analogues ä celles 
qui ont &t@ mises en usage aux N” 7. et suivant, regler la marche ä suivre, 











dans les operations, de maniere ü obtenir la plus grande approximation 
possible de l’emploi des transformces relatives aux divers ordres de difl€- 
rences. Mais, attendu que la transformation qui nous occupe, ne sera ge- 
neralement avantageuse que lorsque les differences des coöfficiens de la 
scrie proposce, seront rapidement decroissantes, ou du moins d£ereitront 
plus rapidement que ne croissent elles m@mes les puissances, de mü@me 
ordre, de la foncetion 1—z, nous n’insisterons pas davantage, et nous nous 
bornerons dä un seul eh AAO a la serie 


— log(1i—:) = tz TR. +r..+2 ++ ete. 


qui est peu convergente an z A de l'unite. 














1 
Fesaut s=0, vw =1l, 3, , =3,...,= —, on trouvera 
l 1.1.2.... 1 u—n 5; E, Fe Peru 
A’ q, == ‘ p/ A“ Q, ) / . 
nat tR +2)... nt) — aa) a2) IR+ (e—n)] 


La condition pour que (7) soit plus approch@ que (£.), Birke done ici 
1.1.2....(u—n) a 
65059. rn 2 ET 


c’est-ä=- dire 








ag == 


u-n+1 


. ie 1.1.2....(u—n) 
er Vu+n n(n-pil)(in-+2)....|[n ee 


1.1.2....m—1 
— Mn + 47) 


n representant l’ordre k — nr +1 de la transformee relative au terme @, = — 








de la serie proposee. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hift.1. 6 
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Supposons, en particulier, 


2 
n=4, m=4, on aura :<1—Y(-) —=1—0,459 = 0,511, 


2 
n=9, m=?, on aura s<1— V() — 1—0,346 = 0,654. 

Ces resultats suffisent pour montrer qu'il y aura, en general, peu 
d’avantages a appliquer la transformation qui nous occupe ä la serie pro- 
posce; ce ü quoi d’ailleurs on devait bien s’attendre d’apres la manicere 
peu rapide dont decroissent les differences de ses co@fhiciens. 

En effet, pour le premier des exemples dont il sagit, ou n=4 et 
m=4, on aurait (38.) 














S z 2? 2’ ae. z° 1 2,2 2.3 £* 
WELTETHTE MG  45°(1—:)? + 5.6.4(1—:)? 4.5.6.7" (1—z)*? 
d 2.3.4 z» 
a moins de — —— ; 
u 4.5.6.7.8°(1—z)* 
t, par la serie a er > 
z z® ı, 23 5 Fe f kurt 9 z* 
1 etant ei egal A Bari. ou I e k, Jlimite kißktiene du rapport 
a, u” IR. . a 5 b) 
= en considere depuis „= %=]7 jusqu’d =», ayant pour valeur 
„#1 fl 


PunitcC. Or en prenant precisement s=}, la limite de l’erreur relative 


1 
a la premiere de ces expressions de S, devient - 5a, et celle de l’er- 


1 
5.7.8 

; 3 ri . 
reur qui se rapporte a la seconde 357, nombre qui n'est pas le quin- 
tuple du precedent. 

41. 

Neanmoins comme la transformee procede par des signes alterna- 
tirement positils et negatifs toutes les fois que les differences des divers 
ordres de la proposde sont d@croissantes, il est dvident qu’il pourra y avoir 
de l’avantage ü la substituer ü celle-ci quelque peu convergente qu’elle 
soit, puisqu’on pourra lui appliquer les methodes d’approximation rappor- 
tees dans la 1” partie de ce mÄ@moire. 

Or la condition unique pour quelle soit convergente, c’est que ses 
termes diminuent indefiniment et finissent par se reduire ä 0, eirconstance 
qui exige 1°. que l’on ait 

„url u . 


z A a, Au—1lg 


z Aka, ? 











AM . Er ul — i z 
(i— zy“ti Q, (i— z)“ A Q,„ (1—:) Aal a, = 1 $) ou 1_ 
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a, representant le terme de la serie proposee auquel on veut appliquer la 


transformation; 2°. que l’expression 
„u Au—la,\ 


{4 
at EEE U 2; au! a ( ) U] 
(1— z)# n< IE Fe 


soit susceptible de devenir nulle quand on y suppose K—=x; ce qui ne 
se presente que dans quelques cas particuliers et assez rares, comme nous 
lavons dejü fait remarquer ci-dessus. 





( 
m. 


D’apres cela, il serait inutile de s’etendre davantage sur les formu- 
les de transformation qui ont @t@ exposdes en dernier lieu, et je ferai seu- 
lement observer que les consid@rations «ui nous y ont conduit, fournissent 
quelques autres resultats generaux relatifs aux limites des sdries, et qui, 
sils ne sont pas entierement neufs, n’ont pas, ce nous semble, attird Vat- 
tention des geomeötres autant que le merite leur importance et leur utilitd. 


Soit, par exemple, la serie ü termes positils 


sS=s,+0,4+0T+ 0% +43 + 04, + etc. 
Nommons M la plus grande et n la plus petite des valeurs numedriques du 


Ay .ı’ır . ul e „n de inlı- hr 
rappor —h consider depuis „= jusqWa „=%x. Multipliant, tour ü 
tour, la serie proposde par ehacun de ces nombres; retranchant cette möme 
serie du resultat et divisant par M—1 et m—1 respectivement, il viendra 


les transformees 
m 1 
$S=s.4 4 % 21 (a,— May F Ay — Mau42t @n42— Mm a,,; + etc.), 


M 1 
S un „+ MAMA (a,—M a, + Oy+1 —M A42r a, —M a,,; -- etc.), 





qui sont identiques avec la proposee si l’on peut negliger les termes qui 
repondent a n infini. 

Or la quantit® comprise entre les parentheses de chacun de ces 
nouvelles expressions de S, est essentiellement positive pour la premiere 


et negative pour la seconde; done on aura 
. m MT 
S<u Ta Pr Data 


de sorte que si ces limites, de S, sont tres rapprochdes l’une de l'autre, 
ou, ce qui revient au m&me, si M et m sont tr&s peu dillferens, ou pourra 





prendre 


6 * 
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tr 
- M )a er a (M—m) 
m—1l M-—1i/ " 2 "(m—i)(! n—1)° 
43. 

Ces r£&sultats supposent essentiellement, d’une part, que a,—=0, d’une 
autre que zn et M surpassent l’unitE ou que m —1, M—-1 soient positifs. 
Mais il est ais@ de determiner des limites de S ou l’on ait &gard ä lin- 
Huence du terme @, et du changement de signe de m—1 et de M—1. 

En eflet, pour tenir compte de ce terme quand il a une valeur 
finie, il ne s’agira que d’observer qu’etant place a la limite de la serie, il 
doit entrer positivement et sans multiplicateur dans les parentheses des 
transformees. D’apres cela, on trouvera, sans difficultes et en raisonnant 
comme on le ferait sur une suite finie quelconque, 1°. en vertu de la 
premiere ÄRA. 








nt R 1 
a moins de 5( 














m ın a, - 
Ne —i@ Me si m>1, et S>s, net Im 9 m<l1; 
2°, par la 3” Se 

Me. u, M.; 
SPD>st ya on M>1, et S<s,— Tu 7 A wo > sı M<1. 


En aeitine attentivement ces zardii expressions des limites, 
on s’apercevra qu’en dehors du cas ou m et M surpassent ä la fois l’u- 
nite, et e_ —=0, elles deviennent, en general, illusoires et n’apprennent 
plus rien de positif sur la convergence de la serie proposee ou l’existence 
de la valeur numerique de la fonction gene@ratrice qu’elle represente. 
Ainsi, par exemple, dans le cas des series a termes alternativement crois- 
sans et decroissans, dont nous nous occuperons plus loin, on aura, ä la 
fois, mn < 1 et M>1; valeurs auxquelles ne correspondent que des limites 
inferieures de la somme S de la serie. 


44. 

La somme nume£rique d’une serie indefiniment decroissante et af- 
fectde de signes diflerens, &tant nm&cessairement moindre que celle de la 
serie qui aurait les m&mes termes pris positivement, il est clair, d’apres 
ce qui pröcede, qu’il sera souvent possible d’en assigner une limite supe= 
rieure quelconque. Mais, pour viter linfini qui se presenterait dans cer- 
tains cas ou pour obtenir des limites plus approchdes, il conviendra de 
partager la somme AR des termes qui suivent s, dans la proposee, ou le 
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reste relatif ä s,, en deux parties dont l’une +/?, essentiellement positive, 

et Pautre — A, essentiellement negative, puis de chercher separ@ment les 

limites qui se rapportent ä leurs valeurs absolues, afın d’en conclure en- 

suite les limites m@mes de A. Ayant trouve, par exemple, 

R,<L'>L‘, R,<L,>L,, 
on aura, a fortiort, 
RERERER ITS HIT TR -RSr1<r—Lı 

selon que L’—L”, L’—L‘ seront, en m&me tems, positifs ou negatifs. 
Dans le cas particulier des series de la forme 

Sm 85,40, +%4 404240234 el. = 5, +40, +40, tAQ,ı;, + etc., 

on se servira des r&sultats qui se concluent du No. 23. ou bien on pro- 

cedera, comme dans le No. 41. ci-dessus, en remplacant les soustractions 

par les ie et prenant pour 2 et M la plus petite et la plus grande 


des valeurs de 





—- depuis „=n jusqu’a n= x. On obtiendra, en eflet, 
a7 
dans re de ta, =0, aa, =0, 


ae an M ni ı m M 
ST Sn + — MER: On ®n tm Q.3 S vn. St 2 (u Pr u): 





2 (M — m)a, 
R I 
a moins de # MINmT‘ 
Les signes superieurs et inferieurs se correspondant respectivement. 
45. 


On trouvera pareillement des limites de S, en operant directement 
sur la somme de differences qui suit s,, lorsqu'il arrivera que ces diffe- 
rences sont toutes positives, et, en general, on pourra traiter de cette 
maniere beaucoup de series dont les signes changent periodiquement sui- 
vant une loi connue. 

Quant aux series composees de suites alternativement convergentes 
ou divergentes, c’est-ü-dire croissantes ou decroissantes, il conviendra de 
les partager en diverses suites distinctes, dont lune infinie et les autres 
finies, de maniere qu’on puisse, sans difficult@s, determiner separement 
leurs limites pour en conclure celles de la serie proposee. 

Nommant, en effet, a, ’un des termes de la serie dont la valeur 
absolue est un maximum par rapport & ceux qui le precedent ou le sui- 


vent immediatement, de sorte que, pour ce terme, on ait sensiblement 
Un—1 abe a 








n x ” ke 
zZ el; on prendra, en deca et au de lü de «,, un certain nom 
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bre de termes de la serie proposte pour en composer une suite particu- 
.. ® N . “ . . 
liere, ascendante jusqu'ü «@, puis descendante a partir de o,, et qui soit 
telle que le premier «@,_, de ses termes et le dernier a,,,; soient sensible- 


ment dgaux entre eux et fournissent des rapports ==, TI! qui dif- 
An—u An+n 

ı# ‚. 4 E ß 2 ® . 

[rent sensiblement de Yunite. Cela pose si @,_, est moindre que Ontns 


la somme des termes de la suite finie dont il s’agit, et que nous suppo- 
sons positifs, sera moindre que (#-+7)«, et plus grande que (u4+7)a 
Si, au contraire, @, €tait un minimum, cette möme somme serait 
> (tn). <(utn)arr,: 

Entin les aufres portions finies ou infinies de la serie, limitdes aux precd- 
dentes, tant constamment croissantes ou d@croissantes, 2 et M y seront 
a la fois plus petits ou plus grands que T’unite, et il deviendra facile de 
determiner les limites finies de leurs sommes par le proc&d&@ du No. 42., 





np ® 


a 





sauf dans le seul cas ou le rapport —- deviendrait rigoureusement l'unite 


Aut 
pour n infini. 

Nous n’entrerons pas dans de plus grands developpemens relative- 
ment aux limites des series; mais avant de clore ce m@moire, qui a acquis 
une extension consid@rable par suite des applications numeriques dont nous 
l'avons accompagne, nous eroyons devoir rapporter quelques eonsiderations 
particulicres relatives ü la representation des series au moyen de figures 
geometriques, et qui mettent en @vidence plusieurs de leurs proprietes 
generales. 


Considerations geometriques sur les series et principalement 
sur les limites de leurs restes. 


46. 

La manicre que peut sembler la plus naturelle de representer le 
cours d’une scrie, consiste a considerer comme l’ordonnde du sommet d’un 
certain polygone, la valeur de la somme de ses premiers termes jusqu'ä 
celui dont le rang ou lindice serait pris pour la valeur correspondante de 
labscisse. Ainsi l’on aurait, d’apres cette deüniton geometrique, x et y 
etant les coordonnees rectangulaires d’un sommet quelconque d’un poly- 


sone limit& ou illimite, T’equation 
yv=stnvtmte.. te, =st2e,, ou Ay 0,68, 
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dans laquelle on peut, pour plus de gen£ralit® et lorsqu'il s’agit de repre- 
senter analytiquement un polygone de figure quelconque, supposer a ax 
des valeurs variables quand on passe du sommet dont l'abscisse est x, au 
sommet consceutif dont llabseisse est a-+Ax, mais que, dans le cas le 
plus ordinaire des series, on doit regarder comme constante et @gale ü 
lunite. Il est @vident en effet, que l’une ou lautre des &quations qui 
prececdent sont aptes a redonner tous les sommets, ou, ce qui revient au 
meme, ä representer tout le cours d’un polygone quelconque, des l'instant 
ou a, est donnde en fonetion de x et de constantes, et cela de la m@me 
maniere que l’on reprdsente le cours entier d’une courbe plane, par V’e- 
quation y=/(x) ou son Equivalente dyy=f(z)dx. 

Nous ne nous @tendrons pas sur les cons&quences que l’on pourrait 
deduire de cet apercu, attendu que la definition qui preeede fait dependre 
les proprietds des series de celles de polygones dont le trac& depend lui 
möme de la sommation des suites au moyen du calcul des differences 
finies; nous passeront, en consequence, a un autre mode de representa- 
tion geometrique des series, qui n’a pas cet inconvenient, du moins { cer- 
tains @gards. 

47. 

Supposons, en effet, que l’on considere (Fig. 1. Tab. I.) les valeurs 

des termes successifs de la serie quelconque 

= +. +, +0,+....0,+04 +0,42 + ete., 

prolongee ind@finiment, comme les ordonndes des diff@rens sommets d’un po- 
lygone @,@,@, ....%,, ayant respectivement pour abscisses, les sommes 
des termes de la serie supposce arretde aux termes dont s’agit, en conve- 
nant, pour la simplicit@ des considerations geometriques, d’attribuer le 
möme signe ou la m&@me direction, au dessus de l’axe des abscisses, aux 
ordonndes qui peuvent r@sulter de termes queleonques positifs ou negatifs. 
On voit qu'il deviendra tres facile de suivre, sur la figure, la marche de 
la serie ou la loi de progression de ses termes successifs et des sommes 
qui leur correspondent; ou sera mäöme en etat, dans beaucoup de cas, 
de prevoir, ü l’avance, si la somme de la serie entiere est susceptible d’une 
limite finie ou infinie: car, par exemple, si le polygone qui repr@sente 
cette serie, finit par conserver une forme toujours concave par rapport ü 
l’axe des abscisses, comme cela a lieu notamment dans la figure “a partir 
du sommet «; ou du cöte a;«,, il est certain que la somme, r, de la 
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scrie, aura une valeur finie qui sera toujours surpassdee par la valeur de 
l'abseisse du point d’intersection de l’axe des abscisses avec le prolonge- 
ment de l’un quelconque des cötes «,@,.0/@, .... appartenant ü la partie 
dont il siagit. Or rien de plus facile que de s’assurer directement qu’une 
portion donnde de polygone est constamment concave vers l’axe des x. 

En ellet, il ne s’agit que de prouver que l’angle d’inclinaison de 
ses cötes consecutils, en marchant de la gauche vers la droite, sur l’axe 
dont il s’agit, va constamment en croissant de maniere ä conserver une 
valeur finie pour le cöte le plus avance& vers linfini; bien entendu d’ail- 
leurs que les accroissemens correspondans des abscisses seront positißs et 
«decroissans. 

48, 

La tangente de cet angle, pour le cöt& quelconque @,@,+. (Fig. 2.), 

est evidemment mesurde par lexpression 
an — Anl An 


tang » = = — 1, 
Anti An+i 


en reprösentant cet angle par », et consid@rant comme positifs les angles 
aigus formes par le prolongement de chaque cöt& aveo la gauche de l’axe 
des abscisses. Si done cette fonction conserve constamment le möme signe 
de a, ä a,, em ne considerant que les valcurs absolues de a, et a,,,; 
si, de plus, elle eroit indeüiniment avec z2, il est clair que la portion de 
polygone qui lui correspond sera concave vers l’axe des abscisses, et que 
la serie proposee sera susceptible d’une limite finie qui sera comprise entre 
Vabscisse O«, qui röpond ü lordonnede «,%,, et celle du point # intersec- 
tion de laxe Ox avec le prolongement du cöte «,& np + 








Gela pose on remarquera que le triangle «„ ka, donne 
Ar nu Qn «+ An--1 
lang Bi An Gı+i ' 





u. % = 





de sorte que si l’on fait 

St = u Fat. ....-+0,;, R= 0,H+%pH+ 0,3 etc. 
et qu’on represente, en outre, comme dans tout le cours de ce Memoire, 
par S la limite vers laquelle converge la somme entiere de la serie pro- 
posce, on aura, pour le cas particulier qui nous occupe, 








» @ı+Qn Ay Qr1 
S Su-i == rt > ur + Ontı ou R & a + > On+ı ’ 


n "Ant 
Mais il est facile d’obtenir une limite inferieure plus approchee de S, en 
considrant quwattendu que la portion de polygone, qui repond a Ä, est 


An Ani 
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supposee constamment concave vers l’axe des abscisses ou convexe en de- 
. ! / 5 A . 
hors, la parallele «,,.%, mende par le sommet 2,;. au dernier cöte qui 
[4 x \ . . Br „ . " 
repond ü «, ou a 7 infini, doit necessairement rencontrer l’axe O4 en un 
point 4’ situe en degüa de «,, et dont la position est d“terminde par la 


relation 
An+1 
k' = Bin „0 
Ent tang 0’ ? 
wo representant l’angle aigu forme par l’axe des abscisses avec le dernier 
des cötes du polygone, ou tangw‘ la valeur de tang» quand on y sup- 
pose z infini. 


On aura donc, pour determiner les limites du reste Z? de le serie, 


An Anti 
I < mn + + Ani ’ 


tang © tang w’ 
avec la seule condition que, dans l’etendue de /t, tous les termes soient 
positifs et indefiniment decroissans en möme tems que le rapport de cha- 
cun d’eux au pre&cedent. 








49. 
une pour eh, la serie 
2 nt ar ri 
=1+le7 te te re 3, +e u“ . (n-+-1) 
art? 


u LA cr 2...) -- etc. 


qui satisfait Cvidemment aux conditions cei-dessus des ge n+1>x/a, 
on trouvera 


aut 


. lartlgr+i la” +, Le a 
rn =, R 
tang u — En ’ tang 9 « 93 


„un(na+1— x la) > 2.3 ses /1 (n-p1) ; 
En appliquant, ä ce meme exemple, le theor&me de Lagrange, concer- 
nant le reste de la serie de Maclaurin, on trouve 


R < Zart aa ti lat! cr" Hi 








“ 
2.3.,.n(a+D) — 2.3....n(a+i)? 
et il est @vident que ces limites, qui ont l’inconvenient de dependre de la 
fonction dont il s’agit de calculer le developpement , seront, en general, 
moins approchdes que les precedentes, pour des valeurs de n surpassant 
notablement x/a—1. Liest d’ailleurs ce qu’on peut verifier pour le cas 
particulier dexr=1, e=e=2,718525 ou le =1,. 
50. 
Considerons maintenant le cas ou le polygone @„& 41... a, (Für. 3.). 
appartenant a la portion de la serie proposde comprise depuis a, jusqu’ 
Crelie’s Jorunai d. M. Bd, XI, Hit. 7 
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a, est constamment convexe du cöte de l’axe des abscisses, on aura encore 
tango = En Tr u 


> 1 
Anti GAn+ı 
avec la condition que, de e,aäa,,oaüuder=znün=x, 1". la valeur 











absolue de reste constamment au dessus de lunite; 2°. quelle aille 


An+i 
sans cesse en deeroissant au lieu de croitre comme dans le cas precedent. 
Or il est facile de voir que, pour ce cas, les limites ci-dessus du reste A 
. de la serie, supposde arr&tde au terme a@,, devront ätre renversdes, c'est- 
a-dire qu’on aura 


0,0, >au,k<a,k; dest-ä-dire A> —- < ZH + 0,415 


tang © lang @ 








tangw’ representant toujours la valeur de tango relativeänzr=mx, eta, 
etant suppose nul, comme dans le cas precedent. Quant au cas ou la 
derniere ordonnee a, du polygone auvait une valeur finie quelconque que 
surpasseraient toutes les autres, il parait evident, @ priori, que Oe, = 


ana a,1 1 
ae an —=0. et tr ——_, 
serait ıinlinı, fang „ et ge 0 


51. 

Considerons enfin le cas ol le polygone @, Wurı «+++ &, (Fig. 4.) 
se rapprochant continuellement de laxe des x, contiendrait mn&anmoins une 
ou plusieurs inflexions telle que celie qui a lieu au sommet «,„,, par 
exemple, lequel partage ici le polygone en deux parties dont l’une est con- 
vexe du cöte de l’axe des abscisses et l’autre concave du mü&me cöte, daus 


. * [2 ” “. Ax . 
toutes ses parties; ce qui signifie simplement que le rapport ——, toujours 
xl 


A . 4 N “ 
> 1, ayant commence par deeroitre depuis e=n juqua e=n-+3, a 
IN . x . .\ 
fini par recroitre, et cela continuellement, a partir de cette derniere va- 
. (4 v ” # n_ 2) 4 
leur; si nous eonsiderons, dis-je, les choses dans cette hypothese, il faudra 
. / / 
supposer le reste /t de la serie proposce, ou le polygone &, @,rı +++» &, 
qui lui correspond, partage en autant de portions distinetes quil y a de 


Ay 





termes pour lesqueis le rapport atteint une valeur numerique maxi- 


Ax+i 
mum ou minimum, puis rechercher separ@ment les limites des sommes 


comprises entre les termes dont il s’agit, et ajouter enfin entre elles les 
limites de m&me espece, pour en composer les limites totales. 

Dans le cas de la Fig. 4., par exemple, qui n’a qu’un seul point 

| ’ Ew / / . | r 

diinflexion en &,+,;, repondant au cÖötE & +2 &n+:, Qui forme le plus petit 
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’ [4 \ / ® 
angle avec l’axe Ox, on supposera menee la parallele du „7, a cet axe, 
et l’on rapportera la portion de polygone «,„@&yrı +++ Ynys \t cette paral- 
lele comme nouvel axe des abscisses; ce qui revient “a diminuer de 
/ 

G,43%,.43 OU de a„,, toutes les ordonnees correspondantes. On aura donc, 
d’apres ce qui pr&cede, en nommant Zt, la valeur de bau, = &, 0,45, et 
R, celle de a,,,4, 


Antı —a — Ant3 _ In au+3 
t, <<, a. 4 0>7 + ’ R,+ Bas er - > — 0,4; , 


lang © tangw, tang w | lang w’ 











dans eaquelins tango,, tange,, tangw’ sont les valeurs respectives de 


Ax 
tango = — —1 


Ax+1 
correspondantes respectivement a a =n + I, zenett sw. 


On aura done aussi 


i a u. 3 An23 
R _ R, + A "Tr, + UWE une Ant3 De u + —t—_, 


tango, lang w, tan @ 











r 92. 
Mais on peut obtenir des expressions plus simples, quoique moins 
approchees, des limites du reste /{, en considerant que, puisque le cöte 
/ “ - . . a 
& nr & 4, est, par bypothese, celui qui fait le plus petit angle laxe des x, 
x . . / . 4 . 
la parallele qui lui est mende du sommet «,, laissera n@cessairement en 
“ (4 h) . 
dessous tout le polygone qui represente Zi; de sorte qu’on aura necessai- 
rement aussi 


R< 


eg 
Et si d’ailleurs le dernier cöte, qui repond an infini, est celui qui forme 
le plus grand angle avee le möme axe, il est clair que la parallele qui 
ui est mence par le sommet «,, laissera en dehors ce meme polvgone; 
de sorte qu’on aura 


ers. A 


ee 


En general, on yoit que, quel que soit le nombre des inflexions du poly- 
gone, pourvu que ses ordonndes a, aillent sans cesse en diminuant, ou aura 


I etant la plus grande et 4 la er a des valeurs que peut prendre 


Ax 2 > ' 
le rapport —- depuis = n Jusqua = x. 
x+i1 


tr 
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53. 

ll est aise d’apercevoir d’ailleurs l’analogie de cette regle avec celles 
qui ont &te obtenues par la consid@ration des moyennes, au No. 42., et 
l'on arriverait ü des rapprochemens semblables (45.) pour le cas des scries, 
a termes positils, composees de suites alternativemeut croissantes et (de- 
croissantes, qui seraient ici representces par des polygones ondules s£- 
cartant et s'approchant alternatirement de l’axe des abscisses. 

Quant au cas ou les termes de la serie proposde sont en partie 
positifs et en partie negatifs, nous m’ajouterons rien de plus A ce qui a ete 
dit, en gencral, au No. 44., et nous ferons seulement remarquer que les 
series dont il s’agit donneraient lieu, d’apr&s nos conventions, ü des poly- 
sones en 2igs-zags ayant la forme representde dans la (Fig. 5.), et dont 
il serait facile d’@tablir plusieurs des propridtes generales au moyen Je 
considerations purement geometriques. 

4. 

En terminant ici ce que nous nous proposions de dire touchant le 
calcul nume£rique des series, nous devons insister sur la difüculte, qu'oflre 
la determination d’une limite fiuie et approchee de leur somme, toutes les 
fois que leurs derniers termes, vers la droite, se trouvant dans le cas (50.) 
represente pas la (Fig. 3.), il arrive que l’el&ment ou cöte du polygone 
Un ni see. @,, qui repond A 2 infini, se confond avec l’axe des abscisses, 


i ° An 
de sorte qu’on a rigoureusement tango’=0, et partant, « k ou —— —«. 
o m dr tang w’ 
oO 


En ellfet, ce cas est completement douteux, attendu qu'il peut aussi 
bien arriver que la valeur representee par la serie proposde soit finie 
quinfinie, selon que la portion de polygone consider@ osculera Faxe des 
abscisses en un point «,, plus ou moins &loigne de Vorigine, ou lui sera, 
en quelque sorte, asyrnptote a distance finie ou infinie. 

55. 
Pour donner un exemple d’une serie dont la limite superieure du 
T 


reste se presente sous la forme !, sans que, pour cela, la valeur qa’elle 
repr&sente soit elle m&me infinie, nous consid@ererons le developpement 











A ie 2 mz m (m—1) 2 m(m —1) (m— 2) 3 
a 1 + ae een, 
m(m - 1)....(m—n-fI) „ 

..% (m eher + z + etc., 


dans la supposition de n fractionnaire et positif. 
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Il est &vident que les termes de ce developp@ment seront alterna- 
tirement positifs et negatifs tant que Von aura n>r—1 ou r<m-Hi, 
et que, passe le terme pour lequel cette circonstance arrive, ils redevien- 
dront tous de mä@me signe. Supposant donc que le terme en =”, appar- 
tienne ü la suite de ceux qui 'conservent le m&me signe, on avra, en 


fesant abstraction de ce signe, 








n—+1 n +1 1 1+m 
_ IHR... tango = = —1 ee; 
Uri (n—m)z (n— m)z z (n—m)z 


ce qui montre que le rapport de a, ü @,,. sera toujours plus grand que 
’unitE et par comsequent la serie decroissante depuis 2 > m jusquä 


. . A n 1 a 
== x, si seulement est lui möme au dessous de = On voit, de 


plus, que ce rapport, et par cons@quent tango, iront sans cesse en decrois- 

sant jusqu’ü la valeur de 2 = x, pour laquelle ils se reduiront respecti- 
: 1 1 

vement aux quantites — et ——1. 


a - 


On aura done ici (30.) pour le terme de rang quelconque n> m, 
et en nommant /t la somme de tous ceux qui le suivent, 


an zs(n— m) 


An+i1 
u u ini yes 


pourvu qu'on ne prenne que les valeurs absolues de «a, et a,,.. 





Lorsque la valeur de z s’approche beaucoup de l’unite, en lui de- 
menrant ndanmoins inferieure, la premiere de ces limites devient tres 
grande, et elle peut s’ecarter considerablement de la veritable valeur de 
R, a moins que sa difference avec la seconde limite ne soit elle müme 
une petite fraction de chacune d’elles. Mais dans le cas particulier de 
z=1, ces limites devenant 





R<x> ne, 


elles n’apprennent absolument rien sur la convergence ou la non-conver- 
gence de la serie, bien qu'alors m&me le reste de cette serie, ü quelque 
terme qu’on l’arröte, soit nullement susceptible d’une limite finie. 

Cet inconv£nient), au surplus, a lieu pareillement dans l'’application 


du theor&me de Lagrange aux hypotheses actuelles. 


56. 
Comme exemple d’une serie decroissante dont la valeur devient in- 
finie en möme tems que sa limite superieure, nous considererons la serie 
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Ay 


BE ;* EEE g° 2 
log (1—z En +7tr7r7rtzte. ++ ee. 


qui, par application des regles du Nn, 0., conduit aux limites suivantes du 











’ % 3 A . z» 
reste /t, velatif au cas ou Fon s’arreterait au terme ,——, 
n 
‚r1 z+l 
(n1)(1—;:) n(n— z)-+-1? 
s .. a nt 1 
attendu qu’on a jcı tang = — —1 et fange —= —1. Or ces deux 
“ nz 


limites deviennent par la supposition de z=1, 
R<2:D1, tandis que log(l1— x) = 4. 

il est sans doute inutile de dire que, dans ce dernier exemple 
comme dans celui qui precede, la limite superienre de AR devenant nega- 
tive pour toute valeur de z plus grande que lVunite, c’est un signe cer- 
tain que la serie cesse d’ötre convergente et de representer par conse- 
quent les valeurs de la fonetion dont elle tire son origine, 

Dans lun et l’autre des cas qui nous occupent, les valeurs sont 
imaginaires en ellet; mais il est bien des cas ou les m&mes circonstances 
peuvent se presenter sans que la fonction venerafrice cesse d’avoir une 
valeur reelle et finie, algebriquement parlant: tel est, par exemple, le 
developpement si connu 


I+: - + -+z'-2 etc de la fraction 


1—;? 
laquelle devient infinie pour s=1, et change simpl&ment de signe pour 
z> 1; de sorte que la seule chose qu’on puisse affırmer, dans le cas ou 
la limite sup£rieure du reste des series se pr&sente sous Ja forme #, c'est 
que les fonctions generatrices correspondantes Eprouvent un changement 
d’etat algebrique quelconque, et «qu’elles cessent d’ötre representees, m&me 
sous le point de vue analytique, par leur developpement toutes le fois que 
la limite dont il s’agit devient negative. On concoit, en eflet, qu’une 
serie ü termes positils ne pouyant changer de signe, ni acquerir explicite- 
ment des valeurs imaginaires pour des valeurs r&elles et positives des va- 
riables qui y entrent, il faut bien que l’absurdit@, ou la contradiction se 
manifeste par quelque signe particulier, tel que la valeur infinie ou nega- 
tive de la limite superieure de ces restes. 
Paris le 25. Juillet 1833. 
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2. 


De functionibus duarum variabilium quadrupliciter 
periodicis, quibus theoria transcendentium 
Abelianarum innititur. 

(Auct. ©. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





1. 


In Fundamentis Novis Theoriae Functionum Ellipticarum adnotavi (pg. 85.), 
duplicem periodum amplecti universam, quae in analysi fingi possit, perio- 
dicitatem. OQuam rem sequentibus accuratius examinemus. 

Periodicam voco functionem A(z), si datur constans 2 talis, ut pro 
quolibet ipsius u valore sit 

Auf!) =X(u) 
Constantem 7 functionis voco indicern. Patet autem, ex uno indice innu- 
meros provenire alios, cum eius multiplum positivum aut negativum quod- 
cunque et ipse sit index. E quorum numero eum, cuius nulla pars ali- 
quota functionis index est, indiceem functionis dico propriur. Circumfe- 
runtur in elementis functiones periodicae sin (u), e”, quarum indices pro- 
pri sunt resp. Ir, 2a Y—l. 

Iam ponamus, cuius rei exemplum in functionibus ellipticis primum 
monstrabatur, functionem A(u) duabus gaudere periodis, quas ad unam 
revocare non liceat. Sint earum indices 7, 2‘, unde simul locum habent 
aequationes: 

Mut) = Au, Aut) = ru), 
de quibus, designantibus 772, 72° numeros quoscunque integros positivos 
aut negativos, haec sequitur generalior: 


Au-fmi+- m‘) = Xu), 


» 
2 


sive erit etiam ni m‘: index. Et primum patet, indices ı, ı 
statuendos esse incommensurabile. Nam sı A eorum divisor maximus 
communis, ponere licet 


inter se 


i=mÄ, ve zum m‘, 


designantibus 7, m’ numeros integros inter se primos. Unde alios deter- 
minare possumus 7, r’ tales, ut sit 











5) 
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mn-t-m'n’ —= 1, 
Quo facto, habetur index 
nit4-n! =A, 
de quo uno indice cum indices 7, 7’, ut multipla eius, proveniant, videmus, 
si duarum periodorum, guibus functio gaudet, sint indices inter se com- 
mensurabiles, duas periodos redire in unicam, cuius index ipsorum sit 
divisor maximus communis. 

Quotientem duorum indicum, qui ex uno non proveniant, cum ex 
antecedentibus pateat, statui non posse quantitatem rationalem, facile etiam 
patet, eundem siafuz non posse quantitatem realen. Sit enim 

i = «l, u = eh, 
desisnantibus e, €’ quantitates reales inter se incommensurabiles; invenire 
licet numeros integros positivos vel negativos 7, zzı' tales, ut 
me ım’e' — 4 
ulla data quantitate minor evadat. Quibus positis, erit 
au-mithmi) = rue‘) = Alu), 
unde funetio A(z) indicem haberet ulla data quantitate minorem neque ta- 
men evanescentem. Quod fieri non potest. 


Sequitur ex antecedentibus, quoties perio-orum, quae in unam non 
redeant Indices sint quantitates imaginariae, 
=at+iy—l, "=u.+lY—1, 
designantibus a, b, a’, 5b’ quantitates reales, numquam haberi posse: 
ab'— ab =0. 

Tum enim indieum «quotientem 

a tv vV—t ; Di‘ 

atıVY—1ı — a % 
haberes quantitatem realem. 





Oo 


Esaminemus ijam, an Junetio tribus gaudere possit periodis, quae e 

duabus componere non lieeat. Sint trium eiusmodi periodorum indices 
im .e-iy—l, "= a+ly—l, ma’ +b'y—l, 
desisnantibus @, b, a’, b’, a‘, 6 quantitates reales. Supponimus ex an- 
tecedentibus, e tribus quantitatibus 
ab'—a'b’, a'b—ab‘, ab’—a'b 

nullam evanescere. Alioguin enim aut duae periodi in unam redirent, 
quod est contra bypothesin, aut funetio haberet indicem minorem quam 
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ullam quantitatem datam, neque tamen evanescentem, quod est absurdum. 
Ac primum observo, tres illas quantitates inter se esse non posse, ut nu- 
meros integros, ve! eandem eas quantitatem metiri non posse, 


Ponamus enim, esse 
ab" — ab sa’ b— ab: ab'—ab = m:m': m“, 
designantibus 77, m‘, m’ *) numeros integros, quos factore communi desti- 

tutos aceipimus, Erit 
ma m’a‘ + ma‘ 
mb -- m’b’ + m’’ b"' 


0, 
0, 


ideogue etiam 

mitm’! + mi’ —= 0. 
Sit f divisor maximus communis ipsorum 7‘, m‘, qui ad zn primus esse 
debet, cum tres numeri 2, m’, m‘ per ewumndem numerum non dividun- 


tur; erit etiam 

mi |” ie m’! .) 

_..— —Ii—-. "+ —.i 

F F F | 
. > Es E . . mi . . e 
index functionis. Tam cum indices 7 et 7 sınt ınter se commensurabiles, 


E, 
eorumque divisor maximus communis sit 7 erit etiam — index, uti $.1., 


J 


demonstratum est. Eligantur porr6o numeri ’, rn‘ tales, ut sit 


4‘ 


m n m’’ 4 

—.— 6 [/i WERE? 0 [7 = i a 

f; 4 7 

dico, tres periodos componi e eh quarum indices sunt 


I 
F et 2 ’ı ni", 
quippe e quibus et index 2 componatur et reliqui indices :’, i“. Habetur enim 


4 


; u ‘ [7 
—_ mn. F + 7 (n''i‘ er” rn) — pn’ = j‘ + 7] + 7 [a ni“) = 


ı I, IT ER m‘ y m‘ je m’ ER??? 
—— BR.) i u Z ) = 2 ie) + ln 1 are .’] =’, 
FIRE | / 
Unde si quantitates {res 
ab —ua'b’, a'’b—al”, ab'— cb 


sunt, ut numeri integri, sive, quod idem est, si designantibus m, m‘, m‘ 


numeros integros, inter tres Indices 1, ı‘, i‘‘ locum habet aeguatio huiusmodi 
mit m'i' m‘ i“ = (0; 





*) Hic et in sequentibus numeros integros accipimus sive positivos sive negativos. 
Crelle's Jonrnal d. M. BAXTH. Hft. 1. 8 
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tres periodos e duabus componere licet, sive functio tantum dupliciter 
periodica est. 
Observo secundo loco, designantibus a, a’, @” numeros integros 
locum habere non posse aeguationem huiusmodi: 
ala db" — ab) + ala’ b— ab" )Ha lab al) =O,. 
Nam ex arbitrio acceptis sex aliis numeris integris 


98,8; YY5 5 


statuamus: 


u= (Ya'—y'a)a+(y"a—ya”)a' + (ya—y'a)a”, 
u = (aß — a" BN)a + (a B—aß")a' +(aß'--u'P)e”, 
v = (Yat—y'a)b r (y’a—ya’’)b‘ En (ya'—y'u) . 
yv’ = (a 2’ — a‘ 3')b -r (aß — aß‘) b’ + („«B'— w'P)b; 


unde functionis propositae indices etiam hi erunt, 
u-vy—l1, u -v'yY—1. 
lam si statuitur 
= ty) Ha By BY) Ha AVB), 
invenitur: 
uv—uv — e[a(a'b’— a” b/) + u (a b—ab")+ a (ab'—ua'b)]. 
Unde si expressio uncis inclusa evanescit, habetur 
uv’—uv=0. 
Hanc vero aequationem vidimus $. 1. locum habere non posse, nisi indices 
ut-vy—l, u+-vy—l, 
sint inter se commensurabiles, sive ex uno indice proveniant. Quo casu 
statui potest, designantibus f, f' integros, 
furvv-yD-fwW+VYV-D=d 
quae aequatio, substitutis ipsarum u, v, u‘, v’ valoribus, hanc formam 
induit, 
mit-m'!t- mi!" —=0, 
ubi zn, m‘, m‘’ integri; quam locum habere non posse demonstravimus. 
3. 

His praeparatis, iam demonstrabo, si Zres periodos ad duas revo- 

cari non possint, semper determinari posse numeros integros m, m‘, m“ 


tales, ut utrague simul expressio, 
ma-tm'a' + ma‘, 
mb + m’b' mb", 
ulla data gwantitate minor evadat, sive functionem propositam' indi- 
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cem habere minorem guam ullam quantitatem datam negue tamen eva- 


nescenterm. 
Pono brevitatis causa: 
ab" — ai’ = A, ab—udl! = A, dab A, 
unde 


aAtua'Ad + aA" oo 0, bA+lb'4-+ LI’ 4'' — 0. 
Porro, designantibus @, «‘, «” numeros integros, pono 
ad’ '—ıh, aA’ 





De Zuemd 
unde aatua tu a PEN —[A+ao”A], 
ab + ab’ + u” b" — — [b)’ A +2" X'|. 


lam numeros «, «’ ita determinare Sicet, ut A ulla data quantitate minor 
fiat. Porro, determinatis a, a‘, tertium numerum «’ ita aceipere licet, 
ut signi respectu non habito, fiat 

A'<H, 
Qua ratione determinatis «, a’, «, expressiones antecedentes fiunt respeo- 
tive absolute minores quam za” et 35”. Urde datis guantitatibus a, a‘, 


a‘' et b, b’, b’, semper determinare licet numeros integros a, «, u" ta- 


les, ut posito 
a’ = ua+tue+u”a”, bb" = ab+ub'tuad”, 
simul Jet MT BT, MT 7 
WE, a © 
signorum respectu non habıto. 
Ponatur iam successive: 


Ba‘ + ß’ a’ 4 U au Bu a ß b' 2. ß’ h'' + ß“ DU um D", 
ya’ En ny‘ a’ -- y'' dd = Wr, vb +Yy zn + y' er: A 


da + 0° a" En a” a‘, FW Ah 4 d/ b nn NUN A — br, 
Coöfficientes harum “aequationum P, Y etc., £’, y' ete., 2”, y’ etc. acci- 
pere licet ex antecedertibus numeros integros tales, ut simul fiat, sieno- 


rum respeetu non habito, 
a" <a, ade, ara’, ie 
1" <36”, 2" <30", b"<3b", etc. 
Unde liquet, duarum serierum 
0 Me  enae 
a b"' A b”, b', b“, RR 
terminos, si satis illae continuentur, ulla data quantitate minores f[ieri, 
8 * 
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Sint duarum serierum termini sibi respondentes a”), 5”, data «quan- 
titate minores. Si formationem aequationum respieis, quibus quantitates 
illae ab antecedentibus pendent, sine negotio patet, eas per ipsas a, a‘, a’ 
atque b, b‘, 5b’ exprimi posse ope aequationum: 

a” = ma-m’a' + ma", 

D) = mb+m’b’+- mp", 
in quibus coöfficientes 72, m‘, n‘ sunt numeri integri. In utraque porro 
aequatione hos co@fficientes eosdem esse, cum quantitates a”, 6 resp. 
per easdem aequationes a terıuinis eas antecedentibus pendeant. Unde 
evictum est, quod propositum erat, determinari posse numeros integros p, 


‘ 


aut 2, m, m’, m“ 


tales, ut utraque simul expressio 
Zr ni, | 
ma-m’a’ ma, 
N 74 vd y4ı 
mb + m'b' 4 m" b, 
data quantitate minor evadat. 


Algorithmus assignaftus, quo serierum duarum termini alii post alios 
inveniuntur, non turbatur, si in altera serie evanescit terminus. Tum qui- 
dem proximus terminus semisse eius miuor non fit, cum termino evä- 
nescenie minor non detur, si signa non respicimus. At facile patet, eva- 
nescente alterius seriei termino, proximum minorem reddi posse quäm 
ullam quantitatem datam. Sit ex. gr. @’=0, invenitur terminus proximus 

U u ng! A, 
ubi A data quavis quantitate minor reddi poterat. Hoc igitur termino 
usus, ulla data quantitate minore, continuabis algorithmum, dum etiam al- 
terius seriei termini data quantitate minores fiunt. Neque simul in utra- 
que serie termini sibi respondentes eyanescere possunt. Nam ubi simul 
haberetur a0, 0, 


’, pro quibus simul 


Far a er 
mat+m’a ma = 0, 
mb +- mV’ mb’ = 0, 


darentur numeri nm, m‘, m 
a) 


pe) 


| 


ideoque etiam 
q . / | /i ’/1 u 
mim’! mi" = 0. 


Quod fieri non posse, vidimus $. 2., nisi tres periodi e duabus componere 
liceat. 


Algorithmus assignatus porro supponit, numquam haberi 
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quod hoc modo patet. Sit enim 
a+N) =pa +p'a' +p"a", 2e+N —=pb +» + er 
Erit 0 am ee _ een 
(m'p —m'p‘)\(a'b"’—a‘'b) + (m p—mp‘'\a''b—ab') + (mp'—m'p)(ab'—a'b). 
Quam aequationem locum habere non posse, $. 2, dnmonstratum est. 


4. 


Si statuimus 
a” 45) v—1 —: m, 


patet, 2‘, 2’, i etc. fore indices functionis propositae. Indicavimus igi- 
tur certum quemdam algorithmumn, quo, datis tribus indieibus imaginariis, 
formatur series infinita indicum, quorum pars realis simul atque pars ima- 
ginaria ulla data quantitate minor evadit, neque tamen simul evanescere 
potest. Unde omnibus casibus evictum est, szi functio proposita tribus 
periodis gaudeat, aut eas e duabus camponi, aut eam habere indicem 
omni data guantitate minorem. Quod cum absurdum sit, functio tripli- 
citer periodica non datur. 

Bono iure igitur dixisse videmur, duplici periodo universam confici 
periodicitatem. Sed hoc tantum de functionibus unius variabilis valet. Si 
functiones plurium variabilium consideras, longe abest, ut in duplici pe- 
riodo consistendum sit. 

Exempla functionum plurium variabilium, quae pluribus quam dua- 
bus periodis gaudent, suppeditant functiones illae, quas primus consideravi 
in Commentatiuncula de Zranscendentibus Abelianis (Diar. Crell. Vol. IX. 
pag. 394). Sed res gravissima altius repetenda est. 

Sit 


u= C+7#.9+4,85in2P+4,sin4P +4, 5in60+.... 


series pro valoribus omnibus realibus ipsius ® convergens. Statuamus, x 
esse ipsius sin’® functionem plane determinatam, ex. gr. functionem ra- 
tionalem. Mutato @ in +7, non mutabitur x, mutabitur vero u in 
u-+-24. Hinc, posito 
x = Alu), 

hit A(u+24A) = Alu). 
Erit igitur A(u) functio periodica, eiusque index 27.4. 

Consideremus iam integrale huiusmodi, 


(e+Px)ox if" (a+-PBx)0x 
Yan 2 








” =/ VIeli—s)1-ra)1— a) l—ure)] 











designantibus x’, A’, #° quantitates reales, positivas, unitate minores. Cuius 
integralis examinemus valores, quos induit, erescente x per valores reales 
a —x que ad Fo. Sit "> Du: distinguemus intervalla sex, in 
qwibus x versari potest: 





i . 1 1 1 
. En u... ) = oe» Jo .... Er A — “ — 
1 ev V, 9) 1, 3 1 4: ? 4 y: ” ee 5 
re 1 1 
Js Ze Ds 6. EEE 


Pro intervallo primo, tertio, quinto erit valor ipsius x negatiyvus, pro se- 
cundo, quarto, sexto posifivus. (uaeramus jam, quomodo pro singulis 
intervallis illis ipsum x ita per sin? exprimatur, ut integrale proposi- 
tum 2 in seriem infinitam convergentem formae, quam assignavimus, 
2A 
u = C+—.9+4Asn?9?+4sn4P +4 3in6P +... 

evolvi possiut. Quo modo facto, posito z=A(p), erit functio A(g) perio- 
diea, eiusque index 24 sive 


KL 
2 ou 
Fe, Äd == / Eu .Ce '« 
Yo Cox ? 
1. Si ipsi x convenit valor negativus quicungue, ponatur 
—1 
l. IE nn 
u’ty’y 


7 ; 
— Fac- 


- 





erescente x per valores negativos a — x ad 0, cerescit ® a U ad 
ta substitutione, posito brevitatis causa: 
 =1i—x, r—l —1, a’ au 1—ı‘, 


eruitur: 


e ers, Far) 
an 


ag K?+eu?)sing—P]löy 
—— BE ei MR ? 
V [ ft — u” sin” (lt Ze sin? r) r- sin )| 


Unde posito 


no fi (@ + ni a Ex 
U, — sr 











eu’ +P)sin’g—Pploy 


= ‚Je M— s ’ 
3 | | 1— u” sing ARE ee sin? 2 (1- yE sin’g)] 








erit 
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RE + rf tar o—P]loy E 
dere vl lt“ sin :9)(1-* sin 4) en sin ® rl 


Iam observo, integrale huiusmodi 
p (m-+nsin?y)Oy 
0 v [(i—p* sin? p) (1— gq° sin 7 )( ae sin®y)] ’ 
quoties p°, 9°, r" reales unitate minores, semper evolvi posse in seriem 
convergentem formae 


=#,9+4,8in?P + 4,8in4P+A,sin6P...., 














ubı 





A = f (m--nsin?p) od 
Io VId—p* sin? p) l—g* sin’ g)(I—r? sin? p)]" 
Unde u in formam propositam evolvere licet; atque fit 


C=74 1? A=uy—1. 
Posito igitur e=X(u), erit A(u) functio periodica, euius index ?u,y—1, 
sive erit Mu +2uV—1) = Alu). 
2, Si x inter O et 1, pono 
2 x = sin’®; 


fit 
u 2f" [+ sin? p]0% 
Ir o V [i— x? sin? g)(L— 4? sin? p)(l— u? sin? p)]* 
Unde posito 





TE 


u — [ eijeler BE „N [e-+Psin2p]0y 
a ETF vr sin? 9) (1— 4? sin? 9) (l— u? sin? p)]? 


ipsam u in formam assignatam evolvere licet, cuius coöfficientes primi erunt, 
U == 0 A u u. 

Erit igitur functionis e=X(u) alter index 2u,, sive erit etiam 
Au-+2u) = Alu) 


3°. Sit x inter 1 et 5 pono 
x 


{ 1 
3. x = 2 Be zu 2 „. ® 
cos? px?” sin? 1— x? sin? 
Integrale vu cum a’ usque ad x sumatur, intervallum in duo divido, alte- 
rum inter OÖ et 1, alterum inter 1 et x. Quo facto, post substitutionem 


adhibitam Pr. : 

















23.3 Same. Se [e+?— ex»? sin? y]oy 
De U, Kur Mn |t—#* sin: 9) (1— % sin: ı Mes Zu a ) . 
,? f u” If Y 
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Unde posito 


= ga Lenee 








BO af [e-+#— ex ”’sin®o]ögp 
u iu‘ N . (1— y'? )( yı? > ’ 
/ 1 — x’? en ER 2 
: l ( #" sin?) 7 sin®gp)A1 Zr sin e)] 


ıpsam u in seriem formae propositae evolvere licet, cuius primi co@fhicien- 


tes erunt Cu, Am uf 
Unde functio «=X(u) etiam indice gaudet u, Y—1, sive erit etiam 
Aurruy—il) = Alu) 
4°. Procedimus ad intervallum quartum inter e et 3; in quo Si 


a“ 
x versatur, pono 

















4. Be h? cos? pr x’ sin? ai 2° — (2? — 1?)sin®« % 
x)" cos?p-+ 4? 2? sin? ara — (#2 — AR)sin?y? 
quo facto, cerescente x a nn usque ad Bi crescit a 0 usque ad zT. 
Facta.substitutione, integrale propositum abit in hoc, 
20 A =" rar nie 
2 1A” AT —):)(a-+-P)sin’ylcoy 
En Tel.) 2 2 24 Hat 
NER I: e sin? ltr sin® gli ne sinse)| 


OQuod cum rursus in formam assignatam evolvere liceat, habentur, posito 


L 
„= er («+Px)öx 
4 i VX ze 





[2 


zZ 











ah [4 (er?+-P) — (#—r*)sin® p]ög 
VE 1 of 7 vIt (1° sin: „)(1- = sin? Te Ho ein? )) 
evolutionis co@fficientes primi: 
= u+tuy—1, Az u; 
unde functio e=A{u) habet indicem 2u,, sive fit etiam: 


Au-tr2u,) = Alu) 


s s i { s 
5°. Quinto loco sit x ınter — et er quo casu ponımus: 











A? 
z (x? —u?)cos®y-+(2?— A?) sin?gy af »r— u?— ()?— u?) sin? 
. = (2° — u2)cos® g-+ u? (2?—2?)sin® 4 12 (2 — u?) — (2? —u?)sin®g” 


N 


i . 7 = 
quo facta rursus, crescente x & ad —, eresct © aOad —. Traus- 


“n : ‘ 
a® u x 
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ER 1: . , 
7 = .nıP ar: . sırndırıe dar 


acta substitutione, obtinemus: 
u=ımt+u,yVy—1l—u, 
2 vr — 1? — u?) (ei? +) — (2?— u?) (@a2’+-f)sin® ylcy 
—u?)’ uhr IC 


Va ee sin lt sin ein] 


Quam expressionem rursus patet, in formam assignatam evolvi posse, 
erunfque, posito 

















Ir Wr —u 


Lt 
(atAa)ca 
n V—X 


6! 
i? 


9 Krr—ur) (arr-P)— — 12) (a2 4+-P)sin?yloy 
ara vu sin? ol sin: een sin‘ ‚)| 
evolutionis factae co@lficientes primi 

C=u+uYy—1l—u,, A= —uy—1i. 
Unde functio z=X(u) etiam habebit indicem 72 u, vl, sive erit 
rKurr2uy—i) = Alu). 





U = 
« 











° - . . . 1 
6°. Denisue si x in intervallo sexto versatur, inter 7 @£ x, pono 


s” 
6. x = +3 ni tang'®, 
provenit 
uvm u Lu y—i—u,—uv—i 


2 p [H’ (eu? + A) —u*tlai? + P)sia’y]log 
Y ve V Pe i Bu A u? ler („—ir u? , 2 . 
& FE Y 778 sin’g sin?’ 


ı2 Mr DAR 2 
l (** u ”)ı 











Oua expressione in formam assignatam evoluta, quod licet, positoque 











‚ion 
‘a 
U, = f u 
u) I vi 
p' 
9 E (4? (au? 4) — u? (@a2*-4-P) ‚sin® plc 7 
AP, 7 (43 —_yu®) fi u? Heu: . 7 — 4 . 
u TV“ #) ö y (i- z5in 2.) (i-E, sio® y) (1 IE z sin :y)| 
43 1'?7 (x — 


habentur co@flieientes primi evolutionis: 
C=w+tu,Yy——u,—uy —1, d=u, 
unde functio e= Xu) etiam indicem Qu, habet, sive erit 
1Ku-t2u,) = Alu) 
Unde iam demonstravimus, quod propositum erat; quomodo pro valoribus 
omnibus realibus ipsius x, iniegrale propositum 


öx(e+ße) 





u = 





RAR ME 


Crelie's Jousoal d. M. Bd. Xi. HA 1. 9) 
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evolvi possit in seriem convergentem formae 


"_ N . . 

u= C-4 _— O+4 sin??? +4’sn4 9 +4'sn69-+.... 

Atque sex evolutiones inter se diversae, quas pro intervallis sex, in qui- 
bus x versari potest, assignavimus, suggerebant totidem Junctionis periodi- 


cae x=X/(u) indices, 


I. 
Antecedentibus pro singulis intervallis eas adhibuimus substitutiones, 


quibus integrale propositum in eandem semper formam abeat 


N [? (m En sin®y)op Ze 


Jo V LA—p? sin* p) (l— g?sin?y)(i—r’sin?y)]?’ 








ubi p’, 9, r” umitate minores; simulque, cerescente x a limite inferiore 


. ® “ N ST . “ . 
intervalli ad superiorem, erescat OD a0 ad —. Idem pro singulis inter- 


—— 


vallis per alterum quoque substitutionem formae eiusdem 


d--esin?« 
> Ak : r in 3 2, 
J/trssin®g 
praestari potest, ita ut, variabili x a limite inferiore erescente ad superio- 





. st . . . 
rem, simul © a — ad O decrescat. Generalius Cl, Zichelot in commen- 


— 


tatione, quae mox lucem videbit, demonstravit, designante X functionem 
rationalem integram quamceunque sexti ordinis, quae in factores lineares 
reales resolvi possit, integrale 


= f («+ Px)0x 
vo vr 90 


per duodecim substitutiones reales formae 








in formam redigi posse 


Z (m-nsin®p)0p 
JVX 





L— p? sin” g) (1— g? sin?) (1—r* sin?g@)? 
ubi p°, 9°, r” reales, positivae, unitate minores. Idem ille casui generali 
applicuit, quo X cuiuslibet 2nti ordinis est. Ad quem igitur casum etiam 
considerationes antecedentes extendere lieuit. Ceterum per innumeros alias 
substitutiones perveniri poterat ad formam integralis, quae evolutionem in 
seriem convergentem secundum cosinus aut sinus multiplorum eiusdem an- 








2.,6-6G, 3. Jacobi, ‘de funct. duarum variab. quadruplieiter periodici“ 67 


guli procedentem permittit, qua unica hie opus est. Neque tamen per 
alias substitutiones perveniri potest ad alios indices, nisi qui ex indicibus, 
a nobis assignatis, componuntur. 


At ipsi quoque indices, quos assignavimus, tres reales et tres ima- 
ginarii, ita inter se comparati sunt, ut unum realem e duobus reliquis rea- 
libus, unum imaginarium e duobus reliquis imaginariis componere liceat. 
Quod sequentibus comprobemus. 


Integrale propositum 


RER EEE 
ag g° RN” 





determinatum non est, nisi pro singulis intervallis de signo radicalis conven- 
tum sit. Jam cum pro proximo quoque intervallo novus factor expressionis, 
quae sub radicali est, signum mutet, statuimus, inde multiplicationem nasci 


. s TE 
per eandem semper quantitatem Y—1, ita ut expressioni 775 ia inter- 


vallis assignatis resp. signa conveniant, 

Erg v—ÜÄ, 4 + v—i, nu na vol, +; 
si etiam praefixum +y —1 signis adnumerare licet. His statutis, nancis- 
cimur, adhibitis ipsarum u,, z, etc. valoribus supra propositis, 


I se — y—.u+rı, tu Yy—l—u,—uy—l+tı,. 


=» 





. 1 . » . . .. oe 
lam cum posito — loco x duo limites coincidant, conücio, fore 


=  y—-utu+ruy——u—uy—l+tu; 


sive 
u, --u, = MU;, u. tu = u, 


vel quod idem est: 


ask xf, "az che) m f?' ren. 

















Y 


5 


l OrlatPx) RE 0x ( en S["?zcte2 
i£ vYX « T r 3, 


je 


quibus in aequationibus v—X et YX resp. semper positivae accipiantur. 
Sed cum propter ambiguitatem radiealis YA aliam formularum anteceden- 
tium memorabilium demonstrationem desideremus, deducemus easdem de 
casu speciali theorematis Abeliani. Quem hic accuratius exponemus. 

Q 2 
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6. 
Consideremus aequationem cubicam sequentem 
Sa) = Ua) a) — Al) E) = 0 
cuius radices tres spectamus ut functiones ipsius h. Sit rursus 


ei ID DR Du; 
si A est positiva, posito 
1 1 1 
—_——X0, 0, 1, 259 729 23. +x; 


functio / (x) signis aflicitur: 

— 7 rt Ft + 
Unde aequationis cubicae radices tres sunt reales, una inter O et 1, secunda 
” i 1 o . 1 » ” ”. 
inter —; et ; , tertia inter — et —®. Si 2 est negativa, pro iisdem 


pa 


ipsius x valoribus funetio f(x) resp. aflieitur siguis: 


29 ir +; vu +5 +: 


Unde hoc quoque casu aequationis cubicae tres radices reales sunt, prima 


1 At) 
negativa, reliquae positivae, et secunda quidem inter 1 et — z , tertia inter 


E et - posita. 
edle proposita diiferentiata, facile prodit 
PaA7 TI 3 1— x? 42 — u? 
non r (i— x)(1—x°x) r (i—1:x) (l— u?) 
1 w—l A 
x(1—a) 1—x”x)1—222) 1—u?x° 











Haec formula docet, 
» ” - . “ - 1 
1) si A sit positiva, atque x aut inter O et 1, aut inter = et 5, aut 


1 1 
1 
2) si A sit negativa, atque x aut negativa, aut inter 1 et -;, aut inter 
1 1 
ei, 
ö 0x j 2. 
expressionem 7, semper fieri positivram. Unde utroque casu, quo 4 aut 


positiva est aut negativa, aequationis cubicae radices tres omnes simul cum 
h eontinuo crescunt vel decrescunt. Jam 


: ’ 1 
positoh= — x, fiunt radiees —x, 1, > 
1 1 
E “ h = 0, - m un VD, gr? u?) 
1 
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Unde si resp. vocamus utroque casu a, b, e radices, 'quae magnitudine se 
excipiunt, quas diximus primam, secundam, tertiam, videmus, continuo 
crescere simul: 

5 


habO ad+x, aab O adi, b ab —; ad -;, ab z ad, 
hab —x ad 0, aab—w ad 0, bab 1 ad, cab ad —. 


Unde simul etiam continuo crescunt: 
hab—x ad+x, aab—wadi, bablad-t, cab ad+x. 


Iam statuamus, crescente ih ab A, ad %,, simul crescere « ab «, 
ad a,, bab b, ad b,, cab c, ad e,. Posito 


2 = (a), 


habetur e differentiatione Sean propositae, 
(Ja —(—z)I—Nx)o0h — 0, 
vei si substituitur 
da) NEN YEAR VK, 
habetur, MEN ER facta per a+Px, 
Px) 0% Oh(a-+Px) 
VX m VE f(x) 
Si in hao formula loco x ponimus tres eius valores a, b, c, pro= 
deunt formulae tres, 
£* («+ Px) 0x Zu hr (a-+-Pa)Oh Pe 2x) da N, BbyOh 
Fr YX je VAfle) ?’ /, Fan" 
Ft 2 . f’o(c+ Pe)on 
Aa 2 A 
Iam cum e theoremate algebraico notissimo habeatur, 
atrßa , ab , @a+Pßec ar 
Fa TF7ot7o —% 
provenit, tres formulas propositas summando, si Y? in eodem signo ac- 
eipitur, 


aı eriner ds (a Pa)dx .S[e+Lo)dx _ 5. 
ef “. ıJ, PETE. ee 05 









































0 


factoribus e, &,, &, qui propter ambiguitatem radicalis adiiciendi erant, 
aut +1 aut —1 designantibus. 
Ad determinandos factores e, &,, &,, observo, in caleulum nostrum 


introductum esse radicale YX in locum expressionis 
yvA= yıı Ad—z)i1—Xx), 
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quae eodem signo aflecto est, si x inter —o et 1 atque si x inter 
1 ® u 
j2> Sive pro prima et tertia 
Unde 


u i 
— et + v, signo opposito, si x inter 1 et 
adice a et c eodem, pro secunda 5 opposito signo allecta erit. 


/. 2 


statui debet: 
(uo facto aequatio nostra fit: 
ie u («+ +Pfx) Ö TC Fe ei \@ + Ax\o 
Be = 


B a + px) 2. 
Ur e vX J { o vi © 
In qua formula tria radiealia YA eodem signo accipi debent. 





nr 
um; 





Vidimus, simul haber 
” 1 
0,0, b, = >33 n z 
ei 
a,==1 L u Zi no 
aus: € nl #7 s=-+%x, 
es lent valoril 
qui valores respondent valorıbus 
AD, h=+x. 
I 
/ “(a+px)öx 
r © 


Sr )Ox Fi +-Br)ex 
R H VvX NS 2 


Ouibus substitutis, e formula proposita Auit 











Porro simul habentur 
i 1 
Om —Xx, c=:1, c, 7 
a 1 1 
a=U—), =; art 
qui valores respondent ipsius 4 valoribus 
Unde e formula Pr ubi simul per „y—1 divisionem facimus, fluit 
uf uk u LIEL. sc (+fx)0= 
y. N —X 


U nn; 


[ (@e+ 3 
ı formulis tria yedinalie YA aut Y—A eodem siguo accipienda 
0 )uae sunt formulae, quas demonstrandas proposuimus, deductae e 


Ouibus ı 
formula seneraliori de integralibus indefinitis proposita. 


sunt, 
generaliori 

in quaestione antecedente suppositum erat, / ipsam x non continere; 
tlıeorema, a Cl. Abel propositum, suppositione nititur multo geueraliore 


esse quadratum cuiuslibet functionis rationalis ipsius x. 


7, 
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7. 
Antecedentibus probatum est, sex indices a nobis inventos 
uy—l, Un uy—1, Uns uy—1, Uoy 
revocari ad quatuor ope formularum 
u, tu; = u;, vu =u,. 
Quos indices statuamus, 
Un, Us; uy—1, u,y—l. 
Neque generaliter u, et w, aut „y—l et u,y—1 revocari poterunt ad 
eundem indicem, sive erunt z, et w, nec non u, et u, inter se incommen- 
surabiles. Unde functio —=A(u) habebit quatuor indices, qui ad minorem 
pumerum revocari non possunt, sive erit illa quadrupliciter periodica. Sed 
iam triplieiter periodicam non dari, supra pluribus demonstratum est. Hunc 
vero casum, quo duo indices incommensurabiles sunt reales, duo incom- 
mensurabiles imaginarii formae u,Y—1, v,Y—1, absurdum esse, iam e 
$. 1. constat. Darentur enim ex iis, quae ibi diximus, functionis = NX/u) 
indices A et Ay —1, ubi Aet A’ sunt quantitates reales minores quan- 
titate data quantumvis parva. Unde functione Az) immutata manente, 
ipsum u induere posset valores omnes reales aut imaginarios, sive e nu- 
mero valorum, quos ipsum u induere potest, functione A{u) immutata 
manente semper forent, qui a data qualibet quantitate reali aut imagina- 
ria minus dillerent quam ulla quantitate data quantumvis parva. Quod 
absurdum est. 

In plures adhuc periodos incideremus, si functio X, quae sub ra- 
dicali invenitur, ad altiorem quam quintum aut sextum ordinem ascendit. 
Generaliter enim, si ÄX est Inti aut (Ir —1)ti ordinis, atque posito 

ya) x 
He 
ubi f(x) est functio quaelibet data rationalis integra, spectatur x ut fime- 
tio ipsius u, functio habebit 22—? indices, qui ad minorem numerum, 


A —— 


nisi casibus specialibus, revocari nequeunt; eorumque erunt, si eoüfficientes 
functionis A sunt quantitates reales, 2—1 reales, 2—1 imaginarii. 
Eodem enim modo, atque supra pro casu generali, demonstrantur 


sequentia. Sit 
z — z 1a) I) I—ria).... (ln, 8), 


1 > > Das > rin} 


ubi 


aequatio zti ordinis 
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(1a) nr) mr) = le... Mr) 
habet z radices reales; quas si vocamus @,, Qy “... Q,, ordine magni- 
tudinis se insequentes, crescente 4 a —» ad O0, ac deinde a O0 ad +x; 
crescit ©, a —x ad 0, ac deinde a O0 ad 1, 


1 . 1 1 
salad-, ac deinde a -; ad —, 
[20 [3 "x 


ac generaliter 





f : 1 
Oma — ad — ac deinde a — ad 











im-5 lın—4 Im4 Er 
ac postremo 
1 1 1 
0„a ur? ad 2 - ac deinde a ge ad x, 
‚25 2n— In 


lam si crescente 4 a A) ad 4’, crescit «„ a a ad «'„, erit 


nn! N; a? Rn Bape 3 a \e 

fr Ren PR 2 PER 

« ( )) VX « a‘ wo a) scher LE 
designante f(x) functionem quamlibet Ferien integram ordinis n =, 


De qua formula proveniunt duae REN: 
a 


[ e)ox _ EH, fa) & EB JIx)ex 0 
mV, Jı V— PS 0 ie u 


— 





=U, 











ı 


7 ars /, aPrereg +f[ Oli: —o 
ee EL > üuel 


Yo VX SU 4‘ 

«“ ur 
Quibus in formulis » radicalia X aut YAÄ— eodeni siguo aceipienda 
sunt. Eruntque 27 integralia delinita apposita duplicata, si in 2 prioribus 
loco y—X seribimus Y X, indices funetionis e=X{v), n reales et z ima- 
vinarii, qui per aequationes duas antecedentes ad 2—1 reales, n—1 ima- 
sinarios revocantur; nec nisi casibus specialibus, ad minorem numerum 
revocari possunt. 





8. 
E praemissis eoncludimus : 


„guemadmodum arcus circulares pro eodem sinu innumeros valores in-: 
„duunt inter se aeguidistantes, guemadmodurn eiusdern numeri dantur 
„innumeri logarithmi, eadem quantitate imaginaria inter se distantes; 
„guenadmodum integralia elliptica pro eodum sinu amplitudinis numero 


voelorum duplieiter infinito gaudent, guippe guorum et partes reales et 
„partes imaginariae simul innumeros valores induunt inter se, aegui- 
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„distantes: ita integralia Abeliana seu hyperelliptica, hoc est integralia, 
„in quibus sub signo integrationis invenitur radix quadratica functionis 
„altioris guam quarti gradus, tantum multiplicatem valorum secum 
„ferunt, ut pro datis guibuslibet limitibus valores omnes induant reales 
„aut imaginarios guoscungue, seu ut e numero valorum, guos ıdem 
„integrale pro iisdem datis limitibus guibuslibet induere potest, sernper 
„sint, qui @ dato, guolibet valore reali aut imaginario minus different 
„guam ulla guantitate data guantumvis parva.” 

Patet ex antecedentibus, quoties X altioris quam quarti gradus sit, 
ipsum = non spectari posse ut funetionem analyticam ipsius vw; neque igie 
tur videtur, methodos generales, quibus olim trigonometria analytica, et 
quibus tuper theoria functionum ellipticarum condita est, transcendentibus 
Abelianis applicari posse. At, quod feliciter evenit in hac quasi despera- 
tione, ratio singularis, quam in commentatione anteriore, (Diar. Crell. 
V.IX. pg. 394. sqq.) a longe aliis considerationibus profecti explicuimus, 
qua unica, nostra sententia, transcendentes Abelianas in analysin introdu- 
cere convenit, et hic difficultates amovet, quae e multiplieitate valorum 
integralis oriuntur, Rem, levi mutatione facta, paucis repetam, 


57 


Sit rursus X funcotio rationalis integra quinti aut sexti ordinis; sta- 
fuamus 








"ers +f) eri2> 


= U, 


a 


pretenae 4 BRFArE ER 








(0) 


designantibus co, 2, a, ß, a’, P‘ Ei " Donsidereri debent x, y ut 
vadices aequationis quadraticae 


Ue— DV" —0, 
in quibus 7, U’, U” sunt functiones ipsarum u, u‘, Quoties datur u ut 
summa plurium integralium 


(«+ dx) 0x 
wa 
sımulque u‘ ut summa totidem integralium 


PEIRERE, 








quae respective inter eosdem limites sumuntur: habentur a theoremate 
Abeliano U, U’, U" ut functiones retionales horum limitum valorumque, 
Crelle's Journal d. M. Bd.XTU. HfL1. iO 
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quos pro iisdem radicale Y'ÄX induit. Quo igitur casu binae aequationes 
transcendentes ad algebraicas revocantur. Hac ratione proponere conve- 
nit theorema Abelianum, si X quinti aut sexti ordinis est. 

Exemplum simplicissimum huius ampli theorematis supra dedimus. 
Sequitur enim e supra probatis, si statuimus: 

X = r(1— a) 1—z) I— Ne) l— ur), 
ubi 1>x’>Nr>wu, propositis duabus aequationibus transcendentibus, 
EA et£ = 0x +f” rer nz = E EEE, 


„u? 
“(e+P'x)0x sera (PM x)0x 
PA A -/[' x 


determinari x, y e z ut fadiosh aequationis BEER SERRN 
(1— :)(1—4?z:).2(1— x? 2) 1— u 2)—z(1— x?:)I— u?z) 1—a)(l— 7?) 























=(, 
X&0—Zz 
es Ve—UÜsc+HVÜ'—=0, 
ubi U = “"w(l—z)(1—Xz), 


U’ = RT TE EIER NIE PTR RAT 
— (1—x«’z)(l—u’z). 
Ei simire enim, alteram aequationem transcendentem locum habere, 
si x, Y, z sint radices aequationis cubicae 
az 1— x) l1—ux) = hil— a) —N Er); 

de qua aequatione eliminata % ope formulae 

24/5, z(1— x’ z)(l— u?*:z) 

(i—z)(1—A?z) I 

ac divisione facta per &—x, obtinemus duas reliquas radices x, y ut ra 
dices aequationis quadraticae propositae. Et cum aequatio illa nullo modo 
a constantibus a, ß aflıciatur, eaedem relationes algebraicae, inter x, y, z 
propositae, satisfaciunt etiam alteri aequationi trauscendenti, in qua loco 
ct, ß inveniuntur constantes aliae «', %. Neque novi quid adderetur, si 
adiungeremus aequationem tertiam transcendentem, in qua rursus aliae con- 
stantes a’, ß‘ loco «, ß positae inveniuntur. Nam ubi per relationes in- 
ter x, y, x stabilitas , satisfactum est duabus aequationibus transcendenti- 
bus propositis, inde alia aequatio 


“ (m+na)ox "Y(m+nz)dx __ f*(m-nx)dx 
I. ur. 7 














4? ar 


quaecunque sint constantes 77, 7, sua sponte fluit. 











nt 
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10. 
Dedimus supra substitutiones sex formae 
de sin? p 
E_» a, 
St sin* 
quarum ope pro intervallis diversis, in quibus x continetur, integrale. 


Le 
vX 


in eam formam redegimus, quae evolutionem in seriem convergentem per- 
mittit huiusmodi, 


S. mr =t( + #,9+4sin?2P +4" sind Q +4"sind®.. 


Substitutiones illae cum nullo modo pendeant a constantibus «, ß, singulis 
casibus per eandem substitutionem etiam eruitur pro aliis constantibus «’, 
P’ evolutio convergens: 

x x (a'4P' &) >2B Di 2 fi ©. PrT 4 
V 7X =0+—0P+B sn29@+ B"’sin4P? +Rsin6GQ-+... 


Pro dato alio valore y, sive eiusdem substitutionis ope sive alius, 
d’-+ e’ sin? y 
N S'’+g'sin:w’ 
pro intervallo, in quo y versatur adhibendae, eruantur evolutiones sequen- 
tes convergentes: 


De B) Ay + Lin + int inht... 
J’b 


A eek u C +2,0+B sin?2y + bsin4y + B"sin6L + .... 
J’%b P 


Hine posito 





























= sel an 
vet 


=u, 








} +0 2)0= +// 48008 — u, 


videmus mutato ® in et ”, Pin W-+ m'r, designantibus n, m’ nu- 
meros integros positivos aut negativos quoslibet, mutari simul 

u in u+?2mA+2mA,, 

u‘ in “+2 mB+NIm'B,, 
neque simul mutari 7, y. Ze sunt 4, A, e quantitatibus sex, quas supra 
vocavimus 


u . 
u, WwyY—l, —u, —uyY—l, u, 


ee | , 
sive eaedem sive diversae, atque BD, BD, sunt quantitates, in quas 4, Aı 
10 * 
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abeunt, si loco «, ß ponitur a‘, 2‘. Hinc, si sex quantitates illae, ubi loco 
a, ß ponitur a’, ß‘, resp. abeunt in has: 


u 5 f} E ‘ 4 
71? U, b) uU, v1, m > u“ v—i, u, > 
sequitur, designantibus a, zn’, m’', zm‘'’ numeros quoslibet integros, mutato 


uın u +?2m'w+ 2m” u, Y—1+2m''u, 





simulque 
u’ in u’+ 42m‘ wu +2m'u,Y—1+2m''u‘, 


non Mutari x, Ye Indices 2u, Y—1, 2u, ac respondentes Zu’ y—1, 
2u‘, omisimus, cum ad reliquos revocentur. Inventum igitur est theorema 
sequens, de periodis transcendentium nostrarum fundamentale: 


Theorema Fundamentale, 


























„fPosito : 
X = x(1— a) Aa) I—aa)i— ur), 
statualur: 0 (at B2) dr 1 (a + Ba)dx 
er | a > 1 0 VvX ha 
m. 3 ” D 
2/. wre x _ ER eg LER, EN AR 
ji 
(ee Po a)dr _, 
a WR Te 2), van 
Or ; SET SEE BER 
2f u x pn 2, N A u 1,5 


considerentur x, y ut functiones ipsarum u, u‘, 


x=xXl(u,u‘), y=X(uu‘), 
datae per aeguationes: 


[ etpope „ST ehp0fe = u, 
ee f ARE = uw 














erii 


= A(u,u'), 


utmiy-itmi,+m'iy-A+mi, 
R Ar vA1+mi,tmiy-itmi, 
‚fu+miuy-A+mi,+m";y-1 nr) 

A we mi’ y-1+ mi +mi eY- rm 4 


guicungue sint m, m’, m'', m‘'' numeri integri positivi aut necativi.” 


ic / ‘ 
== A.(1, 0’), 
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Genus periodieitatis, quod theoremate antecedente explicitum est, 
nihil habet, «quod legibus functionum analyticarum obversetur. Sane qui- 
dem numeros m, m‘, m‘, m‘'' ita semper determinare licet, ut expres- 
sionum 

ut mn, mi, +(mi +mi)y—l, 

u+- m, + m" Html +mi)y— 
alterutra a data quantitate qualibet 

ptgv—i 
minus differat quam ulla quantitate data quantumvis parva; neque tamen 
id generaliter effici potest, nisi simul iidem numeri ultra omnes limites 
erescunt ; ita ut altera expressione ad datam quantitatem infinite prope 
accedente, altera simul infinite magna evadat. Unde videmus, in functio- 
nibus nostris duarum variabilium quadrupliciter periodieis 
=X(u,u‘), y=N(u,u‘) 

tum demum alterum argumentum fieri indeterminatum, si alterum in infi- 
nitum abeat. Quod nihil habet absurdi. 


Videmus pro iissdem ipsarum x, y valoribus non alterum tantum 
argumentum certa quadam constante mutari posse, altero immutato ma- 
nente, sed semper utrumque simul argumentum mutationem subire; ita 
ut alterius argumenti indice alterius index prorsus determinatus sit. Quae 
est istius periodicitatis proprietas characteristica, sine qua non locum ha- 
bere possit. 


11. 
E theoremate Abeliano constat, positis 


x=Mu,u‘), y=NX(u, u‘), 
functiones 
x, =—=A(nu,nu‘), Y„=X(nu,nu‘), 


datas esse ut radices aequationis quadraticae 
DV,” —D,c+D, = 0, 

in qua Z7,, U,, D,, sunt functiones ipsarum &, Y; YA, yY’Y rationales, si 
Y ipsius y eadem functio atque X ipsius x. Uude etiam patet, vice versa 
%, Y © %,9 Y Per resolutionem aequationum algebraicarum obtineri. Oua- 
rum ordinem e theoremate fondamentali iam coniücis fore r°. Quod pro 

=? e theoremate Abeliano facile probas; atque idem adeo theorema 
facile suggerit resolutionem aequationis 16" gradus, quae in bisectione 
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requiritur, per solas extractiones radicum quadraticarum. Ouod alia occa- 
sione persequemur. 


Si vero dantur transformationes, ex eodem theoremate facile conii- 
cis, perveniri ad multiplicationem per quatuor transformationes n" ordi- 
nis, alias post alias applicatas; unde resolutio aequationis 2°" gradus, quae 
in divisione in 2 partes requiritur, ad quatuor aequationes n" gradus revo- 
catur, si divisionem indieum notam supponis.,. Hanc vero, etiam facile 
coniicis, si 2 sit numerus primus, pendere ab aequatione (I+r +r?+n?)" 


o ® "1. » n —1t orye .. 
gradus generaliter irresolubili et alia 7 gradus, quae, illius radicibus 


ut notis suppositis, solutionem permittit. Atque erit etiam, si 2 primus, 


i+n-+n’+ n° numerus transformationum eiusdem x" ordinis, e quo nu- 
mero erunt 2/21) reales. 


Ser. 14. Febr. 1834. 
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3. 
Einige mathematische Sätze. 


(Von Herrn $. Loewenstern, Cand. philos. zu Dorpat.) 





I. 
Einige Sätze aus der Sphärik. 

$g. 1. Wenn man in einen beliebigen Sphärenkreis (der Radius der Ku- 
gel sei 1), irgend ein beliebiges, sich nicht schneidendes, sphärisches 
Polygon einschreibt, zu diesem das Polarpolygon construirt, und durch 
die Axe des Sphärenkreises grölste Halbkreise auf die Seiten des Polar- 
polygons senkrecht legt, so werden sie respective durch die Spitzen der 
diesen Seiten correspondirenden Winkel des Grundpolygons gehen, weil 
nemlich die Radien, die die Winkelspitzen des Grundpolygons mit dem 
Mittelpunote der Kugel verbinden, senkrecht auf den Ebenen der gröfsten 
Kreise sind, zu denen die Seiten des Polarpolygons gehören. Daher auch 
die Stücke jener gröfsten Halbkreise, die zwischen den Polen und den Sei- 
ten des Polarpolygons enthalten, einander gleich sind. 


Hieraus folgt: 

a) dafs man in das Polarpolygon einen Kreis einschreiben kann, 
welches dessen Seiten in denjenigen Puncten berührt, in welchen die 
durch die Axe des Grundkreises auf dieselben Seiten senkrecht gelegten 
eröfsten Halbkreise sie treffen. 

b) Dals der in das Polarpolygon eingeschriebene Kreis eine gemein- 
schaftliche Axe und gemeinschaftliche Pole mit dem Grundkreise hat, wes- 
halb denn die beiden Ebenen, in denen sie liegen, einander parallel, und 
senkrecht auf allen gröfsten Halbkreisen sind, die durch die Axe der bei- 


den Kreise gehen. 
c) Ferner, wenn p und g, die resp. zwischen dem Grund- und Po- 


larkreise und den ihnen zunächst liegenden Polen enthaltenen Bogen der 
grölsten Halbkreise, die durch die gemeinschaftliche Axe auf die Seiten 
des Grundpolygons gelegt sind, (Polabstände) bezeichnen, so ist 


1. e+e = M. 
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d) Endlich ist der Radius des Grundkreises sina und der Radius des 
ın das Polarpolygon eingeschriebenen Kreises (Polarkreises) sin., = cos;; 
und die resp. Perpendikel aus dem Mittelpunct der Kugel auf die Ebene 
des Grund- und Polarkreises sind cosg und cos2, = sin 


2, Es sei 7 das durch die Winkelspitzen des Grundpolygons, 
und 7, das durch die Puncte, in welchen der Polarkreis die Seiten des 
Polarpolygons berührt, bestimmte ebene Polygon, so wird, da wir in 
$.i. gesehen haben, dals die Ebenen der durch die Pole der beiden Kreise 
und durch die Winkelspitzen von 7, gehenden gröfsten Halbkreise auch 
durch die Winkelspitzen von 7 gehen, und auf den Ebenen dieser Poly- 
sone senkrecht sind, 7, dem 7 ähnlich sein. Also ist, wenn BD den 
Flächeninhalt von 7, und BD, den von 7, bezeichnet, 

B:B, = sin’e:sin?e, (= cos’), 
Daher 


Pr B 


ae 


= tang’o, oder D= B,tange". 


B; 
Bezeichnen P und P, den resp. dreifachen Körperinhalt der Pyra- 


miden, deren gemeinschaftliche Spitze der Mittelpunet der Kugel ist, und 
deren Basen / und 7, sind, so verhält sich 


P:P, = Boos2: Boose.. 
Also ıst 
. r B 
3. P, — , + Solange. 
Arıs (3.) und (2.) findet man: 
P 
4. > = tangs, odee P = P,taugs; 
und 
. p“"B 
Ja 72 = >. 
z 


Aus (4.) ergiebt sich: 
P?+P} = Pisec’o = Bitang’.. 
Daher vermöge (2.) 


6. PAPR=BB. 


Anmerkung. Wie die $$.1. und 2. zu verstehen sind, und dals 
alle obigen Gleichungen unverändert bleiben, wenn man das Polarpolygon 
und den Polarkreis zum Grunde legt, leuchtet von selbst ein. 
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$. 3. Schreiben wir in den Grundkreis, statt des sphärischeu Po- 
Iygons, ein sphärisches Dreieck BC ein, so wird durch die Berührungs- 


punete des Polarkreises im Polardreiecke 4’B’C” ein sphärisches Dreieck 
ABC bestimmt. 


Bezeichnen wir nun den resp. dreifachen Körperinhalt der Pyra- 
miden, deren gemeinschaftliche Spitze der Mittelpunct der Kugel ist, und 
deren Basen die ebnen Dreiecke ABC, 4'B’C’ und 4b’ CC‘ sind, durch 
K, X’, und Ä’; so ist nach (4.) 

K 


7. x > tange, ode A=Ä, tange. 


\Venn a, b, ce die Seiten sind, die im spbärischen Dreiecke ABC 
resp. den Winkeln 4, DB, C gegenüberliegen, so ist bekanntlich: 
2K = sind sinc sind = sinc sıne snP = sine sind snC und 


2K' = sinBsiaCsine = smCsind4siod —= sir /sinP sine. 


Aus diesen Gleichungen folgt: 
(a) 2X = sine sindsinec.Ä und 2A” = sin {siuBsinC.X, 


K' 2K sın /sinD sınC sin_d sin B sin Ü 


(b.) x = = = \, 


sinasindbsinco 2K “  sina sin b sin © a 
wenn A der gleiche Quotient dieser Brüche ist. 











. 


”{ 


Substituiren wir nun in (7.) für Ä, g so folgt: 


K £ 
x = A.tange. 


ı 


8. 


“ ’ %sınlasinlIbsinic 
Setzt man für tanz > seinen bekannten Werth En en 
2 ne» ® . 
für A, und reducirt, so erhält man: 











und — 
sin a sınd sinc 


K/ = 2cos$3e.cos}b.cosic.Ä', 


Da sich auch in das sphärische Dreieck ABC ein Kreis einschrei- 
ben lälst, so folgt aus dem Vorhergehenden, wenn eg’ der Polabstand 
dieses Kreises ist, und X, der dreifache körperliche Inhalt der Pyramide, 
deren Spitze der Mittelpunet der Kugel, und deren Basis das ebne Dreieck 
A,B,C, ist, welches durch die geradlinige Verbindung der Berührungs- 
puncte des in das sphärische Dreieck ABC eingeschriebenen Kreises mit 
den Bogen a, b, c entsteht: 

Crelle's Journal d. M. Be. XIT. Hft.l. 11 
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K 

10. „=tange‘, oder Z, = K’tange‘, 

11. — = X tange’ 
und 

12. X = 2sin$Asin3Bsin!C.XK, 

ae 9 (TON pain sin (s—b) sin (s — c) 
Substituiren wir in (12.) für sin# 4, etc., V( ae ); etc. 
(s ist nemlich 227°), und berücksichtigen, dals 
K’ = sins.sin(s— e)sin(s—b).sin(s—c) und sine sindsinc—= = b 


so erhält man: 
KK 
K,’ 
wenn c’ = 1(360°— (@a+5-Hc)) = dem halben Flächeninhalte des Polar- 
dreiecks 4’B’C’ ist. Und durch Vergleich von (13.) mit (10.): 
K K 


/ 
. ng _— a = . . 
14 ta 55 sins sine 


13. sins = sino = 








Auf ähnlichem Wege findet man, oder aus (13.) und (14.) schliefst 
man mit Hülfe von (1.): 





a KK! 
(15.) —cos$S= suc = - 
und 
—.cosS sınd 
(16.) tan = — = 7 





wo S=1!(4+-B-4C), und o der halbe Flächeninhalt des sphärischen 
Grunddreiecks ist. 


$. 4. Wenn man in $. 1. die Puncte, in welchen der Polarkreis 
die Seiten des Polarpolygons berührt, durch Bogen grölster Kreise ver- 
bindet, und zu dem so erhaltenen Polygone das Polarpolygon construirt, so 
wird dasselbe den Grundkreis in den Winkelspitzen des Grundpolygons be- 
rühren, und umgekehrt. Hievon überzeugt man sich, wenn man in Be- 
tracht ziehet, dafs gröfste Halbkreise, durch die Pole der beiden Kreise auf 
die Seiten des Polarpolygons gelegt, nach $. 1., durch die Winkelspitzen 
des Grundpolygons gehen, und umgekehrt. 


Hieraus ergiebt sich nun, da sowohl in jedes Dreieck ein Kreis 
eingeschrieben, als auch um jedes Dreieck ein Kreis umschrieben werden 
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kann, dafs, wenn man fortfährt, Kreise, und durch diese bestimmte sphä- 
rische Dreiecke in einander einzuschreiben, ihre Polarkreise und Polar- 
dreiecke einander umschrieben sind, und der Flächeninhalt und Seiten- 
umfang der Dreiecke der ersten Reihe der Grenze Null, hingegen der 
der zweiten der Grenze 360° immer meär und mehr sich nähern, ohne 
ihnen jemals gleich werden zu können. 


Es bezeichne ferner o, und co‘ den resp. Flächeninhalt der sphäri- 
schen Dreiecke 4,B,C, und 4,B/C,, und X, und X‘ den resp. Körper- 


ı ı 


inhalt der zu den in diese Dreiecke eingeschriebnen Dreiecken gehören- 
den Pyramiden. Dann bezeichne auch # und X das Analoge in Bezug 
auf das sphärische Dreieck 4BC, als Polardreieck des sphärischen Dreiecks 
A4'B‘C', und s und X in Rücksicht auf das Polardreieck von A, DC, 


und also auf das um ABC umschriebne sphärische Dreieck, so erhält man, 
vermöge (13.) und (15.): 
0) AK —=K'sino; 2b) KK—=Ksno; c) KR=K;sinc': 
d) KK, =K'sins.. 
Aus (15.) und (2), und aus (13.) und (d) folgen sodann: 
17. KK sine sin " und ÄK'’K=sine’sino.. 
Ferner durch Verbindung von («) mit (c) und (2) mit (d) folgt: 
18. KK'.K,K' = K,K‘ .sing sin 0° —= KK'.sino, sine“. 
Man siehet leicht ein, wie diese Art von Gleichungen ins Unend« 


liche sich vervielfältigen lassen, wenn man noch mehrere Dreiecke der 
oben angeführten Reihen in Betracht ziehet. 


$. 5. Wenn man ein Stück einer Kugelfläche (deren Radius 1 
ist) welches zwei auf einander senkrechte grölste Halbkreise begrenzen, 
durch einen Bogen eines gröfsten Kreises, auf einem der begrenzenden 
gröfsten Halbkreise senkrecht, theilt, so erhält man zwei gleichschenklige 
sphärische Dreiecke, in denen die gleichen Seiten und gleichen Winkel 
90° sind, und deren eines das Polardreieck des andern ist. 


Es sei der Scheitelwinkel des einen ?«, so ist der des andern 
180°—2u. Hieraus folgt (man sehe $. 3.), dals der Körperinhalt der Py- 
ramiden, die zu diesen gleichschenkligen Dreiecken gehören, einander 


gleich und gleich sin« cos« ist. Bezeichnet nun in Rücksicht auf das erste 
11? 
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einise mathematische Sätze. 


dieser Dreiecke P, 7,, ®, d,, und P, >, Bi, b, in Rücksicht auf das an- 
dere das Analoge von P, P,, DB, B,, in $. 2,, so ergiebt sich, vermüge 
(13.) und (15.), da sine =sina, und sino = cosa, 
19, pcosa = psing = V”. 
Hieraus, und dafs P = sina cos, folst: 
20. p+tp=»V?° und pp = y'. 


sermer aus (9.) ergiebt sich; 








DB Pp? B 9) 
— > und — Eu - 
b Pı fF p* 
und hieraus 
2ı bb, _ m. Sb m pP’. N 2, 2 I. 33,9 _ 1 
ers BB, de Fi A 32) A a Pp° 
indlich aus (5) und (20.): 
28. P— mn = 8b5-Bb wmd BB, +Bb= 5%}. 


Die Fortsetzung folgt. ) 
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4. 
Beiträge zur sphärischen Trigonometrie. 
(Von Herrn C. 4. Bretschneider, Auditor beim Justiz- Collegio zu Gotha.) 





In einer, Bd.10. Hit. 2. dieses Journals befindlichen, Abhandlung hat 
Hr. Prorector Schmeilser über die jetzt gewöhnliche analytische Be- 
handlung der sphärischen Trigonometrie mehrfachen, zum Theil nicht un- 
begründeten Tadel ausgesprochen, insbesondere aber den Mangel an allge- 
meinerer Gültigkeit der analytisch gefundenen Formeln, und die gezwun- 
gene und gekünstelte Ableitung derselben aus den Grundformeln gerügt. 
Indessen will es mich doch bedünken, als ob man die gerügten Unvoll- 
kommenheiten nicht sowohl der analytischen Behandlung an sich selbst, 
sondern vielmehr der bisher üblichen ungenügenden Ausführung derselben 
zur Last legen sollte; denn leider mu[s man bekennen, dafs die sphäri- 
sche, so wie überhaupt die gesammte Trigonometrie, trotz der zahlrei- 
chen, fast jedes Jahr über dieselbe erscheinenden Lehr- und Handbü- 
cher, noch sehr der Rundung und Vollendung entbehrt, deren sie in so 
hohem Grade fähig ist. Es sei mir daher vergönnt, im Folgenden kurz den 
Weg anzudeuten, der nach meiner Einsicht der zweckmüälsigste sein dürfte, 
um die Trigonometrie überhaupt auf sichern Grundlagen zu bauen, und 
insbesondere eine von den gerügten Mängeln freie analytische Darstellung 
der sphärischen Trigonometrie herbeizuführen, 
. 1. 

Was zuvörderst die Allgemeingültigkeit der trigonometrischen F'or- 
meln überhaupt betrifft, so beruht dieselbe, so wie die aller andern ana- 
Iytisch- geometrischen Formeln, im Grunde auf weiter nichts, als auf 
den, der reinen Geometrie gänzlich fremden, Beziehungen des Positiven und 
Negativen. Es können nemlich alle einzelnen Fälle eines geometrischen 
Satzes dadurch in eine einzige allgemeine Formel zusammengefafst 
werden, dals man gewisse Linien, Flächen u. s. w. als normale annimmt, 
und auf diese die Lage aller anderen so bezieht, dafs die auf den entge- 
gengesetzten Seiten der normalen liegenden Linien, Flächen u. s. w. auch 
als untereinander entgegengesetzt betrachtet, und deshalb in den 
Formeln mit verschiedenen Vorzeichen versehen werden. Da es rein will- 
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kürlich ist, welche Lagen man als positive oder negative ansehen will, 
so wählt man diese immer so, dals die Bestandtheile der Construction für 
einen der vorhandenen Fälle sämmtlich positiv werden. Dieser Fall 
bildet dann den Normalfali, und jede Formel, die für ihn entwickelt 
wird, gilt dann auch für alle übrigen Fälle, sobald man die denselben ent- 
sprechenden Änderungen hinsichtlich der positiven und negativen Werthe 
der einzelnen Grölsen berücksichtigt. Die Mathematiker haben dies in 
gröfster Allgemeinheit bewiesen in der Lehre von der Bestimmung der 
Lage von Puneten, Linien und Flächen im Raume durch Coordinaten; und an 
die Allgemeingültigkeit der Coordinatenformeln läfst sich nun die der gonio- 
metrischen und trigonometrischen Formeln auf das Engste anschlielsen. 

Stellt man sich nemlich in einer Ebene zwei auf einander senk- 
rechte Axen vor, und bezeichnet die beiden Quotienten aus den zwei Coor- 
dinaten irgend eines Punctes in der Ebene in dessen Abstand vom Durch- 
schnittspunkte der Axen mit dem Namen des Sinus und Cosinus desjeni- 
gen Winkels, welchen die den gedachten Abstand messende Linie mit der 
einen Axe bildet, so ist klar, dafs diese beiden Functionen, in ihren positi- 
ven und negativen Werthen, mit denen der Coordinaten durchaus überein- 
stimmen müssen. Wird nun noch der Anfangspunct festgesetzt, von dem, 
und die Richtung, nach welcher die Winkel dieser Functionen gemessen 
werden sollen, so sind dadurch zugleich die Werthe der Functionen für 
alle möglichen positiven und negativen Winkel gegeben, und die Lage ir- 
gend eines Punctes kann nunmehr aus seinem Abstande vom Anlangspuncte 
der Coordinaten, und den Functionen des von letzterem und der einen 
Axe eingeschlossenen Winkels, mit derselben Sicherheit gefunden werden, 
wie durch Coordinaten. Zugleich erhellt aus der Natur dieser Winkelfunc- 
tionen, dafs die Ausdrücke, welche durch deren Einführung in die Coor- 
dinatenformeln entstehen, eine mit dieser gleiche Allgemeinheit haben, d, h. 
für alle möglichen Winkelwerthe gelten müssen, Diese Begründung der 
Trigonometrie, nach welcher sie sich als eine weitere Ausbildung und 
unmittelbare Folgerung der Theorie der Coordinaten darstellt, scheint mir 
die einzige zu sein, durch welche es gelingen kann, Schärfe der Darstellung 
mit der nöthigen Allgemeinheit zu vereinigen. 

2, 

Mit Hülfe des Vorigen können nunmehr die Grundformeln der Go- 

niometrie und spbärischen Trigonometrie in grölster Allgemeinheit gefun- 
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den werden. Hat man nemlich drei in einem Puncte auf einander senk- 
rechte Axen X, F, Z, und es sind die beiden Winkel 5 und c gegeben, 
welche zwei durch den Mittelpunet gehende gerade Linien B und © mit 
einer der drei Axen, z. B. X, bilden, so wird der von den Geraden B 
und C eingeschlossene Winkel «, jederzeit aus den Winkeln d, c und dem 
Neigungswinkel 4 der Ebenen ÄB und AC gefunden werden können. 
Denn bezeichnet man die Coordinaten zweier auf BD und C, gleich weit vom 
Mittelpuncte abstehenden, Puncte 8 und Y beziehungsweise mit x, y, 3 und 
x, y', z', und die Gerade zwischen 8 und y mit 4, so ist bekanntlich 
ganz allgemein = (x’—x)’+(y'—y)’+(zs’—z:)'; und wenn nunmehr 
statt der Coordinaten die im vorigen Paragraphen aus denselben abgelei- 
teten Winkelfunctionen substituirt werden, verwandelt sich der angege- 
bene Ausdruck in: 
(0)  cosa = cosb cosc +sind sinc cos 4, 
welches die Grundformel der sphärischen Trigonometrie ist; da a, b, c 
die Seiten und 4 den der Seite a gegenüberliegenden Winkel eines sphä- 
rischen Dreiecks bilden. Wird Z=0, d.h. fallen die Ebenen ÄB und 
XC zusammen, so wird a =b5—.c und (a) verwandelt sich in cos (b—e) 
—= cosb cosc+sindsinc, welches die Grundformel der Goniometrie ist, die 
hiernach als ein specieller Fall der sphärischen Trigonometrie angesehen 
werden kann. Beide Ausdrücke müssen ganz allgemein, für jeden mög- 
lichen Werth der in ihnen vorkommenden Winkel, gelten und diese All- 
gemeinheit auf alle aus ihnen abgeleiteten Formeln übertragen. 
6. 3. 

Hat man auf diese Weise die allgemeine Grundformel gefunden, so 
kommt es nun darauf an, die übrigen Relationen der sphärischen Trigono- 
metrie aus jener möglichst einfach abzuleiten, was bisher freilich so we- 
nig gelungen ist, dals die sphüärische Trigonometrie mehr das Ansehn ei- 
ner Sammlung von allerhand analytischen Kunststücken, als das eines 
wohlgeordneten und zusammenhäpgenden Ganzen erhalten hat. Dies ist 
indessen keinesweges in der Natur der analytischen Behandlung dieses 
Gegenstandes begründet, sondern vielmehr nothwendige Folge der be- 
schränkten Ansicht von demselben, nach welcher man, mit Übergehung al- 
ler übrigen Relationen, nur denjenigen Formeln nachtrachtet, welche zur 
numerischen Berechnung der sphärischen Dreiecke dienen. Die 
numerische Berechnung aber ist ein gauz zufälliger, in der Natur dieser 
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Lehre nicht begründeter Gesichtspunct, dessen einseitige Verfolgung zu 
nichts dient, als den Gang der Untersuchung nutzlos zu verwickeln und 
dunkel zu machen. Das Folgende wird, hoffe ich, zeigen, dafs man, unter 
gänzlicher Beiseitesetzung jenes Gesichtspunctes, aus der Grundformel ein 
förmliches System der sphärischen Trigonometrie auf eine so elementare 
und doch so elegante Weise ableiten kann, dafs billigen Forderungen da- 
durch genügt werden dürfte. 

Zu möglichster Abkürzung mögen im Folgenden nur solche Dreiecke 
in Betrachtung kommen, deren Winkel und Seiten sämmtlich kleiner als 
2 Rechte sind, was die Allgemeinheit der Sätze über die Polardıeiecke 
bekamntlich nicht verringert. Bezeichnet man dann die Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks mit @, 5, c, die denselben gegenüberliegenden Winkel 
mit f, DB, C: so lehrt die Sphärik, dafs sich jederzeit ein zweites Dreieck 
finden lälst, dessen Seiten und Winkel, welche «‘, 5‘, c‘, 4’, B’, C’ hei- 
fsen mögen, die Ergänzungen der Winkel Seiten des ersten Dreiecks zu 
180 Grad bilden *). Da nun für beide Dreiecke: 


a +b + )>O a-+b c ac b b+c @ 
rstelosn 24>e wrel>ir rel>Te 
ist, so folgt, wenn man statt @, b, c, und oe‘, 5‘, ce’ ihre Werthe 180°—4, B, C, 

und 180°— 4‘, DB’, C’ setzt: 

A+B-+C)>180° A+B—C; A—B-+LC; —4+B+C} 
a re 4+B CO; 2B+0; —A+B rc S1% 
Es ergiebt sich hieraus, dals man aus drei ganz willkürlich gewählten 
Winkeln, wenn auch ihre Summe zwischen 2 und 6 Rechte fällt, doch 
nicht allemal ein sphärisches Dreieck bilden kann; so wenig als dies mit 
drei ganz willkürlich gewählten Seiten der Fall ist, wenn ihre Summe 
auch kleiner als vier Rechte ist. Diese Beschränkung ist den resp. 
Dreiecken so wesentlich, dafs es wirklich zu verwundern ist, wie sie bis- 
her hat so ganz unbeachtet bleiben können. Ohne Berücksichtigung der- 
selben verfällt man aber in unauflösbare Widersprüche und Schwierigkeiten; 
wie dies z.B. Hrn. Schmeilser (a. a. O. pag. 131.) mit der Formel 





*“) Es ist Sache der Sphärik, diesen Satz geometrisch für alle möglichen Drei- 
ecksformen zu beweisen. So findet er sich auch in den bessern Lehrbüchern der Tri- 
sonometrie, z. B. in Salomon’s Handb. der ebenen und sphär. Trig. pg. 245. ff. 
Er kann aber auch leicht aus der Grundformel (a.) abgeleitet werden. 
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BC 


ir cos nn LEE ns 


sinza = V \ sinB sin C 
begegnet ist, welche nur dann eine Ungereimtheit enthalten würde, wenn 
es möglich wäre, dafs 3 —41+B+C)>90° werden könnte. Wenn sich 
daher diese Formel in Vega’s math, Vorlesungen ohne das Zeichen — 
unter dem Wurzelzeichen findet, so ist dies ein oflfenbarer Fehler, durch 
den sinta stets unmöglich werden mufs, da der Cosinus von 3(4+-BD--C) 
stets negativ ist. Ich habe im Folgenden das negative Vorzeichen in die- 
ser und ähnlichen Formeln durch eine geeignete Umformung vermieden, 
durch welche zugleich in die einander entsprechenden Ausdrücke der Win- 
kel durch die Seiten und umgekehrt mehr Gleichförmigkeit gebracht wird. 


$. 4, 
Aus der Grundförmel (e.) erhält man nun, theils unmittelbar, theils 


durch Hülfe des Polardreieckes, die Ausdrücke: 


cos a — 008 b cos C cos {--cosB-+.cos 
1. cos d = : cos0 — .; . 
sın D sin © 


sin dsin c 
welche leicht auf die Winkel B, C, 5, c übertragen werden können und 
die Grundlage aller folgenden bilden. Fügt man zu ihnen auf beiden Sei- 
ten des Gleichheitszeichens +1 hinzu, so ergeben sieh bekanntlich die 


Ausdrücke für die halben Winkel und Seiten: 
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a u. . Bee 
/ 4 sin - Een sn 
— g Sm. 22 = | sinb sin c v 
sin a Bee er Pen. 2. cu 
f ar z 2 
cos sin b sine ’ 
J tt gb F RN, Yan 
4 | ne ne sin - 
one 7 PT —atb+e’ 
sin 7 sin - 
2: = P 
+ A B+tC— 150° FE — .A+B--C+150° 
4 GG ;, 2 2 
ee sin B sin G ’ 
| u i ’ no PN “ Ö 
’ Rn BEN sin a a En 
”— = 
re sinB sin Ü u 
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in HB HE ZI at: C+180' 





et ana * 
tan‘ = sin 1 BHCH180° „ AHB—-CH180° ° 
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Aus ihnen findet sich durch Multiplication: 



































/ LDb u DE en 
2 Y (sin SEIFE sin a b+o a b+e „arb c 
RER 2 2 2 2 
sine = ——  E 
sind sinc ’ 
/ m 2 u 7 o un er . . 
2y sin SESTT 180 ee Bruwen sin Besen un t+B ass ) 
+ sin Bsin C 


Dividirt man die erste dieser Gleichungen mit sine, die zweite mit sin 4, 
so werden die Glieder rechter Hand constant, folglich ist 


sind sın B sinC 
— = == Mm. 





sina sinb sine 
Diese Constante zn, welche ich den Modulus des Dreieckes nennen will, 
erscheint in den Relationen der sphärischen Trigonometrie sehr häufig, 
wenn Functionen der Winkel durch Functionen der Seiten dividirt wer- 
den, und vereinfacht weitläufige und zusammengesetzte Formeln oft auf 
eine merkwürdige Weise. Aus (3.) erhält man für. dieselbe: 
asin tete m —ettte Tre meta 






















































































5 in —; — sin 3 
nm = - - 
sin®a sin*b sin*c 
ui sin? 4 sin’ Bsin?C 
u ie o E% E o r Mi o n cz 7 & o 
4. ZI 180 za a +180 sin“ an sin rt? ni Ü 
he = o ae o Lu 6) Le o 
ay (sin t#t2 180 A+B+C+180 sin i B+C+180 sin Zt re 
dr 2 2 2 2 
bi sin a sind sinc 
ni sin 4 sinBsinC 
2 (sin FE r 2 sin ZH IH in Hi 4) 
oO 
sin + B+C—180° „„ Z4+B+C+180° „ AZB+C+180 sin Zr B—C+180° 
2 5) 2 2 3 
et atb#c . —at+b+c . a—b—c. a+tb—c 
rraiiig. urn sin 2 sin u ur Tun 
Andere Ausdrücke, welche nur zwei Winkel und Seiten enthalten, wie z.B. 
.„A+B A+B A+B , A—B 
wein sin —,— 08. — es cs ——sin —z 
Tun dan a+b . a—b? 
6. sin —.— 05 —.— 608 —,— sin 


PER TRFE sin (A-+-B) sin (A—B) __ coo2B—cos?2A 








sin (a+5) sin (a—b) " cos25b—cos2a ? 
können aus (4.) in grofser Zahl abgeleitet werden. Mit Hülfe der Glei- 
chung (4,) erhält man auch noch aus (1,.) und (2.): 
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. a—btc" atl—c ‚ A+B4C-180° , —A+B+C-+1S0° 
2 sın nD— — 2m .sın sin 
tan en 2 2 tano 2 a 2 Y. 
5 u m .sina sinb sınc ’ ur sin Z sin B sin Ü 
> tang“ A m .sina sinb sinc tang sin Z sin B sin (U 
2.37 —a+l . A—B+C+180° 3—C+180° 
Be RE in a+ cl 2 ET B+C+180 du A+DB C+1S0 
2 2 2 y 
ot 4 ra cosb cos C cot A — 5 + e0sB cos C 





m .sina sind sino” sin ZsinB sın Ü 


5 


Bildet man nach den Formeln (2.) die analogen für die Sinus und 


Cosinus der Winkel 3D, #C, 35, 3c, und multiplieirt je zwei derselben mit 


einander, so erhält man, durch gehörige Substitution, folgende neue’Ausdrücke: 















































coszBeosz3C _ sinä(a+b+e) sinzb ut __ sinz (4+B+C—180°) 
sind sina e cos 5 a sin 4 e 
sin $ Bsin 0 __ nr torte dk u cos3bcosjc _ sin3(— 4d+B+C+180°) 
8, sinz.A sina wa sin A ı 
coszBsin$C __sin3 (a—b+c) sinzbcosjc __ _. sin3 (4—B+C+180°) 
BE © 7 ’ sin sa sin d ’ 
sin3Bcos}C __ sinz(a+b—c) EBENE _ sin (4+B— C+180°) 
cosz3A “ sina , sinza sın A R 


und aus ihnen, mit Hülfe von (4.), folgende Werthe für den Modulus: 
9 2cos3 4 coszBcoszC __ Bin CC 100°) 
2 sin 3 (a+b-+-c) 2sinzasinzbsinzc 
_— 2cos34 sinz3BsinzC __ sinz(—A4-+-B+C--180°) 
sin; (—a+b+-c) =  2sintacos$b cosc 
2sinz3 4cos3Bsinz3C __ sing (4—B-+C-+1S0°) 
sin; (a—b--c) 7 Rcos$asin$b cos$c 
__ 2sin3 A sinzB cos} C sin 3 (44+B— C+180°) 
wi sinz (a+b—c) 2cosiacoszbsiunfce 
Die Division dieser Gleichungen giebt die schon mehr bekannten Formeln : 
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“x ı sin 3 (—a+b+c) ‚ı 2 sin&(4+B+C—180°) 
10. tang 3B tan 3 0= nz s(atbt+e) ? tr > 31(—4+B+C+180°)? 
tang3B.cot$ C= a 2 a, tang b cot! 2 0m sin 2(4—B+ C+180 ) 





sin2(4+B—-C+180°)” 
Die Addition und Subtraction der Formeln (8.) führt zu den sogenannten 
Gaulsischen Gleichungen: 


























sin$(B+C) _ cos3 (b—c). cos3(B-+C)__ cos#(b+-c) 
1 co2A4A ° cosia sin 1.4 u cosia ? 
2 sin2(B—C) __ sin 3(b—.c) cos3(B—C) _ sin&(b+-c) 
cos3A sinta sin?4 °  sinla ? 


welche für den Modulus die Werthe 
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19 Ä sin& 4 sin3(B+C) cos 3.1 cos}(B+C') 
ne 1 = -— — EB 
singa cosz{b—c) sin za cos#(b-+-.c) 
sin# A sini{B—C) __ c0os3Acos3(B—C) 
cos}a sin 3(b—.c) cos$a cosi(bö-Fec) 


»eben und durch Division die bekannten Neperschen Analogieen er- 


zeugen, nemlich: 

cos 3(B-FC) 
cos +(B—C)’ 
sin z (B4+ U) 
sin 1{B—C)’ 








/ a cos 3 (b—.c) 

‘ I 13 [ Ä ) \ \ — - I z [) rm 

tang3 tan 2O=T 3 (b+c)? tang za cotz(ö+.e)= 
. sin + (D—c) 

ans 2 ano Bl) 517 Bi ı[ u 

tang 34 tang 3 (D—LÜ) sin=(b-Fe) tang za cot3 (d—c) = 

















’ / 

mr ' = 
sin; (B+C) {ano I 4 — CM 2 (d— ec) tan T a 
cos2(B-—-Ü) DE sin2 (be) ya - FF Pak, 
BER, 0 ! 
sin s(b—Ü) sin 3(b— ce) 

: -tane;d = ar cotz« 

cos 3 (B-+-Ü) ul cosalb+ c) ds 


Diese Art, die Gaufsischen Gleichungen abzuleiten, hat Hr. Prof. Buzen- 
zeiger bereits im sechsten Bande von Lindenau’s und Bohnenber- 
»er's Zeitschrift für Astronomie bekannt gemacht, und sie scheint mir 
unter allen bisher gefundenen die natürlichste und eleganteste zu sein. 


( Die Fortsetzung folgt. ) 
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5. 
Memoire sur Vintegration d’une classe de fonetions 
transcendantes. 
(Par Mr. Joseph Liouwville a Paris.) 


(Present® & l’Academie des sciences de Paris le 2 decembre 1833.) 





1. 


Dans une note placde ü la fin de mon second M&moire sur la determi- 
nation des int@grales de valeur alg@brique, jai donne l’Enoncd d’un theo- 


röme relatif ä lintegrale / e“ydx, y etant une fonction alg@brique quel- 


congque, a savoir qu'il existe une methode certaine pour trouver la valeur 
de cette int@grale toutes les fois qu’elle peut ©tre obtenue en employant un 
nombre limite d’operations alg@briques, exponentielles et logarithmiques, 
ou du moins pour en d@montrer limpossibilit@ sous la forme eitce. Jai 
m&me indiqu® en peu de mots la marche qu'on doit suivre dans la pra- 
tique, pour decouyrir (lorsqu’elle est possible) la valeur de lintegrale en 
question, mais je n’ai point fait connaitre les principes theoriques qui ser- 
vent de base a ma methode, L’exposition rapide de ces principes fera 
le sujet du present m@moire, dans lequel on trouvera, si je ne me trompe, 
les demonstrations rigoureuses de plusieurs theor&mes nouveaux et d’une 
grande generalite. 

L’idee fondamentale de ces recherches a &t@ publice pour la pre- 
miere fois dans le M&moire sur-les transcendantes elliptiques considerdes 
comme fonctions de leur amplitude, que j’ai present@ a VAcad@mie des 
sciences de Paris le 24 Juin 18535. Toutefois jai eru devoir reprendre 
ici la chose en son entier, en la complettant sous quelques rapports et 
en l’etendant da de nouvelles questions. 

La premiere proposition dont je m’occupe est relative ü l’integrale 


/- Pdx, dans laquelle P designe une fonction algebrique f(x, Y, z, ....) de 
la variable ind@pendante x et de plusieurs fonctions de x, savoir y, 2, etc. 


dötermindes par un nombre Egal d’Cquations diffErentielles telles que: —- 
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. , . zZ . » 
une fonction algebrigue de x, y, 2, etc.; 7m > une autre fonction alge- 


brigue de x, Y, 2, eic.; et ainsi de suite. Je cherche quelle forme de- 
vra prendre la valeur de / Pdx, toutes les fois que cette valeur sera ex- 


primable, sous forme finie, en fonction de x, y, z, etc., ä l’aide des signes 
algöbriques, exponentiels et logarithmiques. Et je demontre ainsi un 
theoreme dont je vais €Eerire l’Enonce, et qui doit, & mon sens, @tre con- 
sider@ comme fondamental dans la theorie de lintegration des fonctions 
d’une seule variable. 


Theor&me. Si Zintegrale f Pdx est exprimable, sous forme 


finie, en fonction de x, y, z etc., a l’aide des signes algebrigues, expo- 
nentiels et logarithmigues, il sera toujours permis de poser 

[Ppdx =t+4logu+Blogv+ ....+ Clogw; 
A, B, .... C etant des constantes, et f, U, VD, .... w des fonctions alge- 
brigues de x, y, 3 etc. 

Ce theor&me a lieu quel que soit le nombre des fonctions y, z, etc.; 
et il ne d@epend pas de la nature de ces fonctions qui peuvent &tre alge- 
briques ou transcendantes. On peut le regarder comme une generalisa- 
tion de celui qu’on trouve dans le M&moire sur les fonctions elliptiques 
cit& plus haut, et il se d&montre par les mömes prineipes. 


. o . dy dy 
Si la fonction P et les fonctions @gales a —, ——, etc. sont non 
o dx’ dx 


seulement algebriques, mais encore rationnelles par rapport ü x, y, 2, etc., 
on demontre de plus que les fonctions £, u, v, .... w pourront aussi Ötre 
regardees comme rationnelles par rapport ü ces quantites. Rien n’est plus 
facile que d’etablir ce second theor&me (le premier &tant admis) en em- 
ployant la belle methode exposee par Abel, dans le tome 4. du journal 
de Mr. Crelle, page 260. 


J’applique ces theor&mes a la fonction particuliere P=e*y, y &tant 


une fonction alg@brique de x; et je fais voir que si lintegrale JS: eydx 


est possible sous forme finie, on aura: 
Jeyd« = e*(a+By+yy’+-...+Ay”)+ Constante, 


ds Ps Ya»... A etant des fonctions rationnelles de x, et z designant le 
degr& de l’&quation algebrique, & co&@fficients rationnels (supposde irr&duc- 
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tible) dont y est la racine. Je fais voir ensuite que les inconnues 
ü, By Y «+. A doivent satisfaire a un nombre egal d’equations lineaires 
du premier ordre; et des lors, ü l’aide de la methode que j’ai donnde ail- 
leurs pour determiner les int@grales rationnelles des <quations lindaires, 
on trouve aisement les valeurs de u, ß, Y, +... A, ou du moins on en de- 
montre limpossibilit@, ce qui entraine Pimpossibilit@ de lintegrale elle- 
möme, Cette methode s’etend tout de suite a la formule differentielle 
erydzx, quelle que soit la fonction algebrique p, pourvu que p ne soit pas 
une simple constante; en eflet ce dernier cas, ou la fonction qu’on veut 
integrer cesse d’etre transcendante, est cependant plus complique que les 
aufres et parait dependre d’une analyse plus profonde que celle dont je 


me sers dans ce M@moire. 
Soient ü present P, Q, .... A des fonctions algebriques quelconques 


de x; et pP, 9, «... 7 d’autres fonctions algebriques qui ne se r&duisent 
pas ü des constantes; il sera aise de traiter lintegrale 
SasPe+Qe+....+Re); 
car je prouve que, pour que cette integrale soit possible, chaque terme 
doit &tre intögrable en particulier. Il est bon d’avertir que ce dernier 
theor&me suppose que parmi les differences p—9, p—r, 9—r, etc. au- 
cune n’est ind@pendante de x. Cela est permis; car si lon avait 9 = 
p+k, k etant une constante, on aurait aussi 
PP +Qe = e(P+0Q0, 
et les deux termes Pe’, Qe? se confondraient en un seul de m&me forme. 
Tels sont les r&sultats principaux auxquels j’arrive dans ce M&moire. 


Mais, pour en rendre la d@monstration facile a suivre, il convient de 
reprendre les choses de plus haut et de poser d’abord quelques definitions. 


II. 

On appelle fonetion algebrigue d’une ou de plusieurs variables x, 
Y, 2, etc., toute fonction X qui peut ätre regardde comme la racine d’une 
@quation de la forme: 

X" -PXTALOX"2L..+RX1S— 0, 

P, Q, .... R, 5 etant des fonctions rationnelles de x, y, 2, etc., et m 
designant un nombre entier positif. Il importe peu que cette &quation 
soit ou non r@soluble par radicaux. 


13 * 
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On donne en general le nom de forctions transcendantes & toutes 
les fonctions qui ne sont pas comprises dans la definition pr&cddente; 
mais il ne sera question dans ce M&moire que des exponentielles et des 
logarithmes, ü quoi il serait inutile d’ajouter les fonctions trigonometriques, 
tant directes qu'inverses, puisque les sinus et cosinus peuvent s’exprimer 
en exponentielles, et les arcs de cercle en logarithmes imaginaires, ü l’aide 
de formules tres simples connues depuis long-temps. 

Les fonetions exponentielles et logarithmiques, qui sont inverses 
l’une de l’autre, different essentiellement des fonctions algebriques, en sorte 
que si p designe une fonction algebrique de x, e? et logp seront toujours 
des fonetions transcendantes de cette variable. Voici une d@monstration 
nouvelle de cette proposition connue., D’abord en faisant usage de la 
methode que jai exposee ailleurs *), on prouve aisement que la quantitd 


dx , . . . . 
SI — au logx n’est point exprimable en fonction algebrique de x. On 


voit ensuite qu'il en est de m&@me de logp; car si l’on avait logp = une 
fonction algebrigue de x, en posant p=y et resolvant cette derniere 


equation par rapport ü x, on en deduirait = une fonction algebrigue 
de y, puis logy = une fonction algebrigue de y, ce qui est absurde. De 


m&me si lon avait e? —=g, 9 etant algebrique, il en resulterait logy = p, 
ce dont on vient de montrer l’impossibilite. 

Relativement ä l’exponentielle e’, on peut m@me prouver l’impossi- 
bilit@ de toute &quation de la forme 

Per + Or +... +Rer = S$, 

p, P, Q, .... R, S designant des fonctions alg@briques de x, et a, ß, «+... 
....Y des quantitös numeriques quelconques differentes entr’elles et de 
zero. D’apres ce qu’on vient de voir, cette @quation est impossible lors- 
que le premier membre se compose d’un seul terme. Supposons donc 
qu’elle soit absurde lorsque le nombre des termes est &gal a x, et prou- 
vons qu'il en sera de m@me si ce nombre devient Egal a @-+1. Cela 
fait, le th&or&me que nous avons en vue sera demontre. 

Or si, en supposant @--1 termes daus le premier membre, on 


pouvait avoir | 
Pe?r+Q0er?+...+ler = s$, 





*) Voyez le 22° cabier du Journal de l’Ecole politechnique, ou le Tome 10. 
du journal de Mr, Crelle, page 347. 
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sans que les quantitdcs P, Q, .... A, S fussent nulles, comme en diff@ren- 
ciant cette @quation, on trouve: 


| dp ia . ( dp 22) dS 
xp Br 0 Pp ao 
: ePE+Z RM PRSt re eie. = 7, 
on pourrait, par le secours de cette derniere galit@ combinde avec la 
premiere, eliminer e, ce qui s’ellectuerait toute de suite en multipliant 


1 IP 
celle-ci par ap r a n ei celle la par P, et les retranchant l’une de lautre. 


On tomberait ainsi sur une dquation ne renfermant plus que # termes 
exponentiels dans son premier membre et par consequent impossible dans 
Ihypothese admise. Donc l’equation 
Per Qe’+...+Rer =, 
l’est aussi, ce qu’on voulait prouver. Cette conclusion suppose toutefois 
que dans T'egalit@ obtenue par l’elimination de e’’, les co@fficients des di- 
vers termes ne sont pas nuls separ&ment. Or, par exemple, apres cette 
elimination, le co@fficient de e’? est: 


pP (20 . +2) (a P2+Z). 


Si done il pouvait ©tre nul, c’est qu’on aurait: 


d(Pe’) _ d(Qe”), 


| ug Qer ? 
d’ou lon deduirait (en designant par C une constante): 
e‘*- PP — co 
pP? 


ce qui est absurde, puisque les deux nombres u, ß sont supposes inegaux. 
Bien entendu que, dans ce qui precede, ? n’est jamais une simple con- 
stante. 

Si, pour abreger, nous indiquons en general par »(x) une fonc- 
tion algebrique de x, les fonctions simples que uous considerons plus sp£- 
cialement dans ce Memoire et dont toutes les autres seront formees, se 
reduiront ü trois, exprimdes par les caractÖristiques # (x), e*, logx. Nous 
nommerons fonction finie de x, y, z, etc. toute fonction qui pourra 8’6- 
erire en employant ces caracteristiques un certain nombre de fois, ou, si 
l’on veut, toute fonetion dont la valeur pourra &tre obtenue a l’aide d’un 
nombre limite quelconque d’operations algebriques, exponentielles et loga- 
rithmiques effectuces sur x, Y, 3, etc. 
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Une fonction finie pourra, comme on voit, Ötre alscbrique ou 
transcendante; et de plus, dans ce dernier cas, elle appartiendra ä une 
espece ou ü une auftre, suivant la nature des transcendantes que cette 
fonetion renferme. En effet nous dirons qu’une fonction finie est trans- 
cendante de premiere espece, si les signes relatils aux operations EeXPO- 
nentielles et logarithmiques ne portent que sur des fonctions algebriques, 


comme dans cet exemple, 
x -+ log 1+x°)+e”*log(1+ 2°). 

D’apres cette definition, qui s’etend d’elle-möme aux fonctions de plusieurs 
variables, on congoit que toute fonction finie de x, Y, z, appartenant ä 
la premiere espece, ne pourra ©tre qu’une fonction algebrique de x, y, z, 
d’un certain nombre de logarithmes de la forme logz et d’un certain 
nombre d’exponentielles de la forme e“, u etant algebrique par rapport 
ü x, Y, 5 

Nous dirons qu’une fonction est franscendante de seconde espece, 
si les signes relatils aux opCrations transcendantes portent sur des quan- 
tites algebriques et sur des trancendantes de premiere espece, comme 


dans cet exemple 
x +loge+ log 1+e”). 
De möme une fonction appartiendra a la troisieme espece, si les signes 
relatils aux operations transcendantes portent sur des fonctions de seconde 
espece; et ainsi de suite 
III. 

Ces definitions une fois-rappeldes, on peut @noncer d’une manicre 
plus precise l’objet du th@or&me fondamental qui sert de base A nos re 
cherches. Soient pour cela y et z deux fonctions de x determindes par 


deux &quations diflerentielles de la forme 


a EN Be A 
um. .7* da 9 


p et g designant deux fonctions algebriques de x, y, z. De£signons par 
P une autre fonction algebrique des m&mes quantites x, Y, 2; et consi- 
derons Tintegrale / Pdx. lest clair que, dans certains cas, l'integrale 





en question pourra Ötre regard&e comme une fonction finie de x, y, z, 
et que, dans une multitude d’autres cas, elle sera impossible sous cette 
forme. Cela pose, le thcor&me que je veux demontrer peut 8’&noncer 
de la maniere suivante: 
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Si Tintegrale f: Pdx est une fonction finie de x, y, z, on pourra 
toujours poser: 


/Pdx —= t+4Alogu+Blogv-+ .... + Clogw, 
A, B, .... C etant des constantes et t, u, vd, .... w des fonctions 
algebrigues de x, Y, 3 

Ce th&oröme peut s’etendre aA un nombre quelconque de fonctions 
Yy 2 .... determindes par un nombre egal d’equations diff@rentielles du 
premier ordre; et nous avons eu soin d’en avertir au commencement de 
ce memoire; mais il suffira d’en donner la d@monstration dans le cas par- 
ticulier ou il n’y a que deux fonctions, car cette d@monstration reste tou- 
jours la m&me quel que soit leur nombre. 

Le cas particulier ou lintegrale serait exprimable algebriquement 
est compris dans la proposition prec@dente dont il se d@duit en posant 
A=0, B=0,.... C=0. Maintenant nous allons prouver 1°. que si 
V’integrale cherchde est une fonction transcendante de premiere espece, de 
%, Y» 3, elle pourra toujours &tre Ecrite sous la forme @noncee; 2°. que 
si cette intÖgrale ne peut &tre exprimde par aucune fonction transcendante 
de premiere espece, elle ne pourra pas non plus &tre quivalente a une 
fonction de seconde espece, ni d’espece superieure. Ces deux proposi- 
tions une fois &tablies, il est incontestable que notre th&or&me le sera aussi. 


IV. 
Premicre partie de la d@monstration ou !’on prouve gue si 
Vintegrale / Pdx est eqguivalente a une fonction transcendante de x, y, 2, 
de premiere espece, on pourra toujours la supposer mise sous la forme: 


jPpdz = t+Alogu +Blogv-+....+ Clogw. 


D’apr&s I’hypothese admise, lintegrale f Pdx doit &tre regardde 
comme une fonction algebrique de x, y, 3, d’un certain nombre de loga- 
rithmes de la forme logu, et d’un certain nombre d’exponentielles de la 
forme e“, u £tant algebrique en x, y, z. On peut supposer que le nombre 
total 2 de ces transcendantes znonomes (cest-ä-dire de la forme e“, log u) 
a ete reduit ä son minimum. Des lors il est visible que nulle relation 
algebrique ne peut exister entr’elles et les variables x, y, z, car une telle 
relation, fournissant la valeur de l’une de ces transcendantes exprimde al- 
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gebriquement en fonction des autres et de x, y, x, permettrait de l’&limi- 
ner de la valeur de /Pdx et de diminuer par consequent 2 d’une unite, 
ce qui est absurde. Pour fixer les idees et rendre notre raisonnement 
plus sensible, concevons que la valeur de /Pdx doive contenir au moins 
deux exponentielles e*, e” et un logarithme log w. On aura donc: 
[Pax =— /(&,y; ee, log ww) 
la caractÖristique f d@notant une fonction alg@brique. Cela pose, si lon 
tombe, par un moyen quelconque, sur une @quation de la forme: 
P(x,y,2,e", e”, logw) = 0 
dont le premier membre est algebrique par rapport ü x, y, 2, e“, e”, log w 
je dis que cette Equation ne pourra contenir e*, e’, logw qu’en apparence, en 
sorte qu’elle subsisterait encore si l’on venait a remplacer e“, e”, log zo soit 
par d’autres fonetions de x tout ü fait arbitraires, soit par de simples lettres 
inddtermindes. En eflet si cette &quation n’Ctait pas Zdentigue relativement ä 
log w par exemple, on pourrait en tirer la valeur de log w, et l’on aurait 
log w = (x, y,2, e", e') 
» dnotant une fonction algebrique; puis l’on en conclurait 
fr? x = [0,12 e',e',w(&,y,2, e", e”)) 
en sorte que la fonction transcendante de premiere espece contenue dans 
le second membre et @quivalente ä / Pdx ne contiendrait plus que deux 
transcendantes monomes €”, €, tandis que, par hypothese, RI EN 
contenir au moins trois e", €", logw. 

Cette demonstration restant la m@me quel que soit le nombre rz des 
transcendantes monomes renfermees dans / Pdx, pourva que nz soit le 
plus petit possible, nous avons droit de dire gue si, par la marche des 
calculs, on est conduit a une eyuation algebrigue entre x, Y, x, et ces 
iranscendantes monomes, on ne troublera pas l’egalite en remplacant les 
transcendantes par des fonctions nouvelles prises au hasard ou par des 
guantites purement litterales. Ce principe est la base de toute notre theorie. 

En partant de lü, je prouverai d’abord sans peine que la valeur 
de /Pdx ne peut contenir aucune exponentielle. Car supposons, s’il est 


possible, qu’elle en renferme une (seule ou avec d’autres) savoir d—=e*, 
u etant fonction alsebrique de x, y, x; et, pour mettre 0 en £vidence, 


JPdx = f(z, y,,), 


derivons 
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F ©tant une fonction algebrique par rapport ü #, et contenant en oufre 
(algebriquement aussi) d’autres transcendantes monomes, en nombre quel- 
conque, dont il est inutile de faire mention. En differenciant l’@quation 
prec&dente et adoptant la notation de Lugrange pour representer les de- 
rivces partielles par rapport ä x, y, x, 8, on aura 
Pde=f(0,y,3,)dx-+f,(&,Y; ,Ndy+tfm,y,3,Ndz+f,R, 2,0). 
Cette valeur peut s’ecrire d’une autre maniere. En eflet on a d’abord 
dy=pds, ds=gdx: de plus, en observant que P=c“, on trouve 


1 d du 
9er ey +Tede), 


c’est- ü- dire 


9 = biz (di + plane), 


En substituant ces valeurs dans celle de Pdx et divisant ensuite par dx, 
on obtient: 


Petra +5 
, fdu du —) 
X, Yı 3. HJ) I — hole 1, 
+ 0f,( »Y5 getrz =: 
L’@quation que je viens decrire est algebrique par rapport ä x, y, x, 9 
et par rapport aux aufres transcendantes monomes implicitement contenues 
dans la fonction f: il r&sulte de lä qu’on peut y remplacer 9 par u, « 


etant une constante indeterminde quelconque, ce qui donne: 
P=f( RN) Hr ya + IR y 5 Rd) 
) du / N 
+udf.,(&; Y; > #5) (= +p — + 5)» 


dx dj 


Esalit@ dont le second membre est preeis&ment la differentielle complete 
df(x, Y, z, #6) divisee par d.r. 
En £galant cette valeur de P a la prec@dente, puis multipliant par 
dx et integrant, on a donc: 
Sy; > u) = Sy; s,9)+C. 
Afın de d@terminer la constante C, admettons que, pour z=b, on ait 
y—g,.3:= h, et = a, dest-A-dire: 
fb,5b,ue) = fl, 5, h,o)+C. 
Il viendra en @liminant C: 
fir, 1,5“) [lbs h,ua) = fo, y,s,)—f(b, 8, h,a). 
Je differencie cette &quation par rapport a x et je pose ensuite a =1: 


jobtiens: 
Crelle’s Journat d.M. Bd. XI. Hit. 2. 14 
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6fe( X, Y, 3 N)—afı(b, 55 h, @) =(. 
Mais cette Egalilit@ nouvelle, &tant alg@brique par rapport ü d et aux autres 
transcendantes monomes contenues dans la valeur de /Pax, doit substi- 
ter encore si l’on remplace $ par une lettre indeterminde ;, ce qui donne: 


afı(b, 2, h, a) 
Sy» d) = | F Preis 


Multipliant par di et intÖgrant, puis determinant la constante arbitraire 





par la consideration d’une valeur een de z telle que ver on trouve: 
I, y,5D) = afı(b, 8, h, a)(logi—logi,)+ fx; Y 3 lo). 
Mais cette dernicre @quation subsiste quel que soit Z: on peut done y faire 
=h=e", et ü cause de f(x, y, , 9) — /Pdz, il vient alors: 


/Pdx = af. (b,g,h, e)(u—logi,)+ f(x, Y, 2 io); 

@galitdE dont le second membre ne contient plus Fexponentielle 8 qu’on 
Supposait devoir entrer dans la valeur de /Pax. Ce second membre ren- 
ferme @evidemment une transcendante monome de moins que f(x, Yy; 3, 9), 
savoir Ja transcendante 9, ce qui est absurde, puisque, par hypothese, le 
nombre des transcendantes contenues dans f(x, y,z, $#) ne peut plus dimi- 
nuer. L’absurdit@ provient de ce qu’on a regard@ la valeur de /Pdx 
comme renfermant une ou plusieurs exponentielles. Done il n’y a reel- 
lement aucune exponentielle qui puisse entrer dans l’expression de cette 
integrale. 

Maintenant je dis que chaque logarithme entrant dans la valeur de 
/Pax ne peut 8’y trouver que sous forme lindaire et avec un cocfhcient 
“constant. Soit en eflet = log un de ces logarithmes, et, pour le mettre 
en evidence, posons encore: 

/Pdx = [(x,y, 2,9), 
la fonction f etant alge brique par rapport ä d et par rapport aux aufres 
logarithmes qu’elle est implicitement supposde contenir. En differenciant 
cette Equation, on aura 
Pdx = S.(2,1,s,N)dc+f,(0,ys,M)dy+f:(&, y % N)dz+f;(x,y z,8)d9. 
Mais on sait que dy=p er dz=gdx: de plus l’Egalit€ 9 = logu donne 


4 = (lt dx + lady + Geda), 


dx d Y 
% \ . 
c’est -ü-dire 


u \da 


. dx/du du =>) 
d= etz dr) 
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En divisant la valeur de Pdx par dr, pour obtenir celle de P, on trou- 
vera donc: 


— .r . u. r- ei; rs 
P= ji a Yı = . MY N+of:(&,Y; a) 6) 
du du —) 
yet, 
ur; fo( ‚Ir ® TEE vi: 
Or le&quation que nous venons d’cerire est @videmment algebrique par 
rapport ax, Y, 3 P, et par rapport aux autres logarıthmes entrant dans 


f(x,y,,9). Done on peut y remplacer # par » +9, # Ctant une con- 
stante quelconque. Il vient ainsi: 


’= aba »+9)+prf(Y sAtN+gIS(a,y,2,2 +9) 
du du du 
+ Ih ysR+B (2= Trp = =); 


da d} 
et on peut observer que le second membre de cette @quation n’est aufre 
chose que la diff@rentielle complete de f(x, y, 3, x +9) divisce par dr. 
Egalant cette valeur de P ä la precedente, puis multipliant par dx 
et int@grant, on a donc 
Sy, > +9) = f(#, Yı = re. 
Si lon designe par £, h, @ les valeurs respectives de y, z, $ pour z=b, 
on determinera aisement, a laide de ces valeurs, la constante arbitraire 
C, et il viendra 
J(0,3,3, #5) = f(x, Y> © Ho, h,Rta)—f(b,5,h,e). 
Je diflerencie cette &galit@ par rapport ü #, apres quoi je pose R=0: 
de pius, pour abreger, je fais f. (1,9, h,a) = A: je trouve de cette 
maniere: 
Js (#6, y 3; =. 
Comme cette equation est une dquation algebrique entre x, y, z, 9 et les 
autres logarithmes contenus dans f(x,y, 3,5), elle doit subsister en rem- 
plagant 9 par une lettre indeterminde 7, ce qui donne: 
fi (a, ys1) = A 
Multipliant par di et integrant, puis determinant la constante arbitraire ü 
l'aide d’une valeur partieulire 2= !,, on obtient 
Say) = Aitfay si) —Ai 
Maintenant on peut donner A Z la valeur qu’on veut. Je fais done = logu, 
afın que le premier membre devienne £gal ü f Pdx, et jarrive ainsi ä 
l’egalitE remarquable 
/Pdx — Alogu+fa,y, 3,1.) —Abr 
14° 
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d’ou il resulte que logz ne peut entrer dans la valeur de /Pdx que 

sous forme lindaire et avec un co@fficient constant. La m&me demon- 

stration est applicable aux autres logarithmes log v, .... logw que l’on 

supposera contenus dans la valeur de notre int@egrale. Donc enfin cette 

. ’ = 8 A [4 . 

integrale, dans les hypotheses admises, peut &tre Ccrite sous la forme:; 
Pdx = t-+Alogu+Blogv+....+Clogw, 

ce qui demontre la premiere partie de notre th&or@me. 


V 
Seconde partie de la d@monstration ou Fon prouve que si l’in- 
tegrale /Pdx ne peut etre exprimede par aucune Jonction transcendante 
de premiere espece, elle ne pourra pas davantage Etre exprimde par une 
Jonction transcendante de m’ espece m etant >1. 


Si lintegrale / Pdx est @quivalente a une fonction transcendante de 
de m" espece, l’expression de cette integrale contient algebriquement 
espece, c’est- 


ieıne 


un certain nombre 2 de transcendantes monomes de m 
a-dire un certain nombre 2 de transcendantes de la forme e“, logu, u 
etant une fonction finie de (mn —1)'" espece. On peut toujours suppo- 
ser que le nombre z est reduit ä son minimum, c’est-a-dire supposer 
que lintegrale /Pdx ne puisse ötre exprimee par aucune fonction finie 
de m’ espece, dans laquelle il entrerait moins de 7 transcendantes 7n0- 
nomes de m'"" espece. Des lors il est visible que nulle relation algebri- 
que nepourra exister entre x, y, x, ces r transcendantes, et d’autre trans- 
cendantes d’ordre inferieur, quelles qu’elles soient. Cette relation en effet 
fournirait la valeur d’une de ces transcendantes, exprimee algebriquement 
en fonction des autres, et permettrait par cons@quent, en portant cette 
valeur dans celle de /Pdx, de diminuer le nombre 2 d’une unite, ce 
qui est impossible. Cela pose, on voit que les transcendantes de mi" 
espece jouissent ici de toutes les propridtes dont jouissaient, dans le No. 
preeedent, les transcendantes de premiere espece, en sorte que, par des 
raisonnements semblables a ceux du No. IV., on peut prouver: 


1°. que la valeur de /Pdx ne contient aucune exponentielle de me 


espece; 
2°. que les logarithmes de =” espece, qui s’y trouvent, n’y peuvent 
entrer que sous forme lineaire et avec des co@flicients constants. 
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Par consequent la valeur de 'F Pdx peut etre Ecrite ainsi: 


/Pdx — T+H4l0gU+Blog” +....+C108 77, 
T, U, V, .... J7 designant des fonctions transcendantes d’espece inferieure 
ala m“, 

Maintenant, pour atteindre notre but, il suffit de faire voir que 
nulle des fonctions U, F,.... // ne peut appartenir A la (m— 1)" 
espece; car il en resultera, comme consequence immediate, que la valeur 
de f Pdx n’appartient pas ä la m'“”® espece, contradictoirement ä notre 
hypothese, 

Or, quelles que soient les transcendantes monomes de (m—1)'"® 
espece contenues dans 7, U, P, .... 77, je puis toujours admettre quel- 
les ont &t& reduites au plus petit nombre possible, en sorte que nulle re- 
lation algebrique ne puisse exister entr’elles et des transcendantes d’ordre 
inferieur. 

Cela pose, je dis d’abord que les fonctions 7, U, Y,....// ne peu- 
vent renfermer aucune exponentielle de la forme e“, zv &tant de (m —. 2) 
espöce. En effet sil y a une telle exponentielle (seule ou avec d’autres) 
designons la par ; et pour la mettre en Evidence, posons: 

/Pdx = f(#,y, :,9) 
en remplacant, pour abreger, par f(x,y,, 5) la quantit& 
T+AlogU+BlogF/-+....+Clog WW. 
La fonction f(x, y, x, 9) n'est point algebrigue par rapport ä 9 et aux 
autres transcendantes de (m —1)""“ espece que renferment 7, U, V, ... 
... 77; mais en differenciant l’egalitE pr&cddente et observant que 
dy=pdx,dz=gdx, on trouvera: 


Pe MET = D+PK(® Y> =; +95: Y; 3, ) 
" fdu du du 
+, 159 ( +rZ +72): 


da dz 





et il est visible (a cause des co&@ffieients constants 4, B,..... € dont 
les logarithmes log, logF, .... 10877 sont affect@s dans la fonction 
f(x, y; z,9)) que cette @quation nouvelle contiendra al_&Cbriquement toutes 
les transcendantes dont il s’agit, transcendantes entre lesquelles il ne peut 
exister cependant aucune relation de la forme citee. De lä, par un rai- 
sonnement semblable ü celui du No.IV., on conefura que Ye&quation doit 
subsister en remplagant, dans son second membre, 5 par #5, x etant un 
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nombre constant quelconque. Si Ton eflectue cette substitution, qu'on 
gale la nouvelle valeur de P ü Vancienne, puis qu’on integre, il viendra: 
Sy; >, 1.8) = /(0,y,% 9) +C. 
Soient g, h, a les valeurs respectives de y, 3, 6 pour =Öb. En d£ter- 
minant la constante arbitraire C a laide de ces valeurs particulicres, 
on aura: 
I&,y: 3 ud) = S(x,y, ,N)+ fl, 9, h, ua) — It, 8, h,a). 
Je differeneie cette quation par rapport a a et je pose »=1 apres la 
differenciation, ce qui me donne 
I, y 590) = af. (b,9, h,a). 
D’apres la forme de la fonction f, l’@quation que je viens d’cerire contient 
algebriquement la transcendante $ et les autres transcendantes de (m — 1)" 
espece renfermdes dans 7), U, F,.... 77, ce qui permet de remplacer 9 
par une lettre ind“terminde Z et fournit V’egalite 


afa(b, &, b, a) 
i ®. 





Sys!) = 
Je multiplie les deux membres par di, et, apres les avoir integres, je d&- 
termine la constante arbitraire a l’aide d’une valeur particuliere = 7, prise 
ä volonte. Cela me donne; 

S(&,y, 3.) = af.(b, g, h,.a) (logi—logi,) + f(x, y; 3 io). 
Observant done que i est arbitraire, je fais 2=e"=$: le premier mem- 
bre devient /Pdx et jobtiens; 

/Padx = afi(b, g,h,a\(uw— log )tf(&, YySy3g), 
Equation dont le second membre ne contient pas lexponentielle $ qu'on 
supposait devoir entrer dans l'’expression de /Pax. Le nombre des 
transcendantes monomes, de (m —1)"" espöce, contenues dans 7), U, 
V,.... 7, se trouve ainsi diminue d’une unite; ce qui est absurde. 1 
est rigoureusement prouve par la que les fonctions 7, U, F, ....77 ne 
peuvent contenir aucune exponentielle de (72 —1)'"" espece. 


Si donc on persiste a soutenir que la valeur de F Pdx est une 


transcendante de 77." espece, on sera oblig& de pretendre que les fonc- 

tions U, UV, .... // contiennent un ou plusieurs logarithmes de (n—1)* 

espece, ce dont je vais montrer limpossibilit€. En effet soit, par exemple, 
\ene 


g=logu un de ces logarithmes, # etant une fonction de (7—2)""“ espece; 
et, pour le mettre en @vidence, posons 
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/Pdx = /(xz,y, 2,9) 

en designant, pour abreger, par f(x,y,,9) la quantitd 
T+AlogüÜ +Blog/ +....+ (01087. 

La fonction f(x,y,z,#) n’est point algebrique par rapport ü 9; mais sa 
difl@rentielle est evidemment algebrique par rapport ä cette quantitd. De 
plus on peut supposer que le nombre tolal des logarithmes semblables ü 9, 
c’est-a-dire de (m—1)""* espece, entrant dsns les fonctions 7, U, V, ... 
... se trouve reduit ü son minimum, en sorte qu’il ne puisse exister 
aucune relation algebrique entre ces logarithmes, les variables x, y, 3, 
et des transcendantes, quelles qu’elles soient, d’espece inferieure ü la 
(m—1)"". Cela posd, en diflerenciant l’equation 

[Pax = f(&,y, 9) 
et observant que dy —pdex, dz=godx, ona: 

P= }.(y, 2, 5) +PJy 2,95N+9f: (X, Y) 2, Ö) 


M. fdu du du 
+ (& y 5 8) (2: +? y =) . 


dx dy 
Cette Equation &tant algebrique par rapport a $ et aux autres logarithmes 
de (m—1)""" espece, ne cessera pas d’exister si l’on remplace, dans le 
second membre, 9 par «+#, » etant une constante inddterminde. Fai- 
saut cette substitution, @galant entr’elles les deux valeurs de P ainsi obte- 
nues, puis integrant, il vient 
S(&,y, 2,029) = JS (&, y, z,9) + Constante. 
Soient g, A, a les valeurs respectives de y, z, # pour =D: en determi- 
nant la constante ü laide de ces valeurs, nous aurons: 
Sy u+ = fe, Yı = ++ a)—f(b,g, h,a). 
Je diflerencie par rapport ä u et je pose ensuite 20, ce qui me donne: 
J(&; Y> > 5) = falb, 9, h,0). 
Cette &quation est, comme on peut aisement s’en assurer, alg@brique par 
rapport ü # et aux autres logarithmes de (m—1)""" espece, d’ou resulte, 
par le raissonnement dejü repete plusieurs fois, qu’on peut y mettre au 
lieu de 3 une lettre indeterminde 2. On a done: 
Sys) = fa(lb,g, h,e). 
Multipliant par di et integrant, puis determinant la constante a l’aide d’une 
valeur particuliere = /,, on obtient: 
Sy; s,)= Sb, 8, h, a) (£—i,) +fJ; 2, 1,)5 
faisant done z=9=logu, il vient 
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fPdx = fa(b, 5, h, a) (logu— i,) + flo, y, 2, io). 
Cette egalite nous prouve que le logarithme de (m —1)”“ espece, log z, 
ne peut entrer dans la valeur de / Pdx que sous forme lindaire et avec 
un coöfficient constant. Done il ne peut pas @tre contenu dans les fonc- 
tions U, F ..../7 qui sont allectdes de signes logarithmiques. Cette der- 
niere proposition est precisement celle qui nous restait ü dtablir pour mon- 
trer que la valeur de / Pdx ne peut jamais ötre une fonction transcen- 
dante de 7“ ”* espece, m £tant >1. Ainsi la seconde partie de notre 
theor&me est devenue incontestable; et ce theor&me lui-möme est rigOU- 
reusement d@montre., 
VI 

Jusqu’ici les fonction >, 9, P ont di@ regardees comme des fonc- 
tions algebriques queleonques de x, y, z; mais si elles sont en outre ra- 
tionnelles par rapport ü ces variables, notre theor&me sera susceptible d’un 
enonce plus Elegant que voici., 

Theor&me, Soit P une fonction rationnelle de la variable in- 
dependante x et des deux guantites y, z determindes par deux Eeguations 
differentielles de la forme dy=pdx, da=gdx, p et g dtant aussi des 
Jonetions rationnelles de x, y, z: si la valeur de /P dx est une fonc- 
tion finie de x, y, x, on pourra toujours poser 

/Pdx = t+Alogu+Blogv+ ....+Clogw, 
les fonctions t, u, vd, ....w etant non seulement algebrigues, mais encore 
rationnelles par rapporta x, y,z,et A, B,....C designant des constantes. 

La d@monstration de ce theor&me (celui du No. Ill. etant admis) 
est entierement semblable ä celle qu’on trouve exposde dans un M&moire 
d’Abel, pour etablir une verit@ du möme genre, Voyez le Journal de 
Mr. Crelle, Tome IV. page 260. Pour abreger, je me dispenserai de 
la rapporter ici. Je vais maintenant presenter quelques applications assez 
remarquables de nos th&orömes. 


vi. 

Soit lint@grale f e*ydx dans laquelle y designe une fonction alge- 
brique quelconque de x. Je me propose de donner une methode cer- 
taine pour trouver la valeur de cette integrale toutes les fois qu’elle 
est exprimable par une fonction finie de x, ou, ce qui est la mäme 
chose, par une fonction finie de x, y, et e”, et, dans le cas contraire, 
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pour en d@montrer limpossibilit@ sous la forme eit@e D’abord jobserve 
que la fonetion y peut toujours etre r@gardee comme la racine d’une @qua- 
tion algebrique de la forme: 


(4) Y"+OYytRy”+...+3y+7=0, 


Q, R, .... 8, 7 etant des fonctions rationnelles de x. Ontire de läü, en 


dy , . ’ 
differenciant, une @quation de la forme -; = p, p &tant une fonction ration- 


. dz 
nelle de x et y. Si de plus on pose e*=z, on aura —=x, en sorte 
e dx 
dz . . o ’ * 
que ,_, sera aussi une fonction rationnelle de s. Par consequent si vous 


faites P=e*y = yz, lintegrale Jr43 egale a fe ‘ydzetä /y: dx, 
satisfera aux conditions exig6es dans I’@noned du th&or&me pr&cedent (voyez 
No. VI.). Done si Fintegrale / e“ydx est exprimable en quantites finies, sa 
valeur sera ndcessairement de la forme £ +Alogu +blogv-+ ....+ Clogıv; 
ft, U, Dy 2... w etant des fonctions rationnelles de x, y et de z ou e*, 
En faisanf, pour plus de simplieite 

t+Alogu+Blogv+....+Clgw= f(x, y, :) 
les derivees KK (y 92) (092), S:(a,y, x) seront des fonctions alge- 
briques rationnelles de x, Yy, x. Em outre on aura: 

/y: dx = f(z,Y,2 
et parceque dyy=pdx, dz=zux ‚ il viendra en differenciant : 
yss=,.&yY»)tPl, (792) +2/:(0 y 2) 

Cette Equation est algebrique par rapport aux quantites x, y, z: il rdsulte 
de Ja quelle ne doit contenir z qu’en apparence, et quelle doit rester sa- 
tisfaite si l’on remplace z, soit par une autre fonction de x tout ü fait 
arbitraire, soit par une simple lettre indeterminee. Sans cela en eflet l’ex- 
ponentielle z = e* serait exprimable algebriquement en fonction de x, ce 
qui est impossible. Soit done # une constante ind@terminde quelconque, 
et on aura aussi 

el) tft Ref yo). 
En combinant cette @quation avec la precedente, on en tire aisement: 

Sa, yu3) = uf (®, y,z) 4 Constaute. 

Soient y=b, z=c les valeurs de y et z pour z=a«a. En determinant 
la constante arbitraire, a laide de ces valeurs particulieres, il viendra: 


I, y; 42) = uf(z, Y z2)+f(a, b, uc) — mf(e, b,c). 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XII Hit. 2. 15 
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Je differeneie cette dgalitE par rapport ü x, apres quoi je pose 
#=1, ce qui me donne: 


sf:(&,)y,2) = fo yz)+efela, b, eo)—f(a,b,c), 


ou, plus simplement: 

fa) = y HR, 
en posant cf.(a,b,c)—f(a,b,c)=K. On tire de la: 

f(,9,2) = 2f.:,y, J—R; 
done, puisque la derivee f(x, y,z) est algebrique et rationnelle par rap- 
port ä x,y, x, il en sera de m&me de la fonction primitive f(x, y, z) egale 
a Je y dx. 
Actuellement l’equation: 

z/.(&, Y; ) = Sy 2)+ÄX, 
etant algebrique par rapport a x, y, x, on peut, d’apres ce qu’on a vu 
plus haut, remplacer z par uue lettre indeterminde z, ce qui donne: 

if yi)=fyYi)+K. 
En integrant par rapport ü& Z cette &quation diff£rentielle, et determinant 
la constaute arbitraire ü laide d’une valeur particuliere @=i,, on trouve: 


fo yD) = —K-—i msi: Lil), 


Cette derniere Egalit& subsiste quel que soit z, et on est maitre d’y poser 


i=e*, auquel cas le premier membre coincide avec la valeur de Jey dx. 


Douc si lintegrale Jerdx est exprimable sous forme finie, on aura: 


| Ser dx. = — e* Pose 4 SL 


I, 


c’est-ü-dire que cette integrale sera toujours de la forme: 


r e Ff (a ’ y) 
X J —— x 
J: ydız e a + Constante, 


Plx,y), F(x,y) etant deux fonctions enticres de x et y. 
Arrive A ce point; si l’on observe que les deux «quantites y et x 
sont lices entr’elles par l’equation 
(A.) y"+Oy+Ry” +...+85y+-7=0, 
on tirera des principes el&mentaires de Valgebre la double conclusion 
que voici: 








1°. quwil existe toujours un facteur rationnel Y(x,y) entier par rapport 
äy et tel que le produit F(&, y)..ı(x,y) se reduise a une simple 
fonction rationnelle de x, independante de y; en sorte que la valeur 
de Veryd, savoir 
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uw x pla,v)wla,y) 
Je yde=e ee 7) + Constante, 


peut toujours &tre mise sous une forme entiere par rapport ü y, et 
qu'il est permis de poser en cons@quence: 
eydx = e*(a+ßy-+yy’+::..)+ Constante. 
ü, By Ys +++. etant des fonctions rationnelles de x; 
2°, qu’on peut ensuite, ä l’aide de l’equation (4.), @liminer de la va- 
leur de notre integrale toutes les puissances de y dont lindice est 
>n—1, ce qui la reduit ä la forme: 

Jeyd = e*(a+ßy-+tyy°+:....+Ay') + Constante, 
laquelle s’accorde parfaitement avec le theor&me &noned ä la fin de 
mon second memoire sur la determination des integrales de valeur 
alsebrique. 

Maintenant il est aise de determiner les inconnues, &, P, Yy .... A 
qui doivent &tre des fonctions rationnelles de x, ou au meins d’en prou- 
ver l'impossibilit@ sous la forme cite, ce qui entrainera limpossibilit@ de 
lintegrale elle- m&me en quantitds finies. Pour cela je diffErencie l’equa- 
tion pr&ec@dente, ce qui me donne 


y—aua—By—yy—....— Ay 
da df ut BE) 
Eee be Fe Frick ON 


— + 2Yy + + DAY) 


L’equation (A.) differenciee fournit d’autre part: 


d 
A r. FE 20 at Het 
Be Di Fe OL... +S 0° 
Cette valeur &tant rationnelle en x et y peut ätre mise sous une forme 
enticre par rapport a y, en multipliant par un facteur convenable les 
deux termes de la fonction. Cela fait, si l’on effectue ensuite le produit 


nr 
(+2yy+-...+R DAY) zz, 
et si lon en chasse, au moyen de l’@quation (4.), K les puissances de 


y dont lindice est = 2 ou >n, on donnera @videmment ä ce produit 
la forme: 














A+By+Cy +... +Ey, 
A,B,C, .... E etant des fontions rationnelles de x, ß, % +... A lindai- 
res par rapport aux inconnues f, Y +++ As 


15 * 
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D’apres cela, l’@quation (B.) peut Ötre &crite ainsi: 


da, dß dy|., dilyr-ı 
atrartarte tz? 











dx dx 
BE +E 
—J/ 


Si done on suppose, ce qui est permis, T’@quation (A.) irr&ductible, on 


conclura de la: 
EI I wäh 
dx u u, 


Er tReiih, 


dx 


a Tıytt= 0, 


dc 


dı 

2 AE=0; 

car si les coöfficients des diverses puissances de y n’etaient pas nuls sc- 
parement, y serait racine d’une equation de degre n—1, ce qui ne se 
peut, l’&quation (4.) Etant irreductible. 

A present les @quations (C.) sont en nombre n &gal ä celui des in- 
connues &, ß, Y, +++. A; et ces dernieres doivent avoir des valeurs ration- 
nelles en x, si lintegrale / e* ydx est exprimable sous forme finie. Tout 
se r&duit done A chercher si ces equations peuvent ou non ‚etre satisfaites 
par des valeurs rationnelles de &, £, Y »».. A, probläme qu’on reussira 
toujours ü r&soudre par les methodes que jai donndes dans le 22°” ca- 
hier du journal de l’Ecole polytechnique, puisque ces &quations sont lindai- 
res et ü codflicients rationnels. Or ce probleme une fois r&solu, on pos- 
scdera tout ce quil est possible de savoir relativement ä l’integration de 
la formule differentielle e"ydx. En eflet, ou l’on obtiendra pour «, ß, 
You... A des valeurs convenables et on aura 

Jeydx = e“(a+Py+yy’+:...+%y”") + Constante, 
ou l’on "demontrera que ces valeurs n’existent pas, d’ou resultera l'impos- 
sibilite d’exprimer / e‘ydx, sous forme finie, par aucune combinaison, 
quelle quelle soit, des signes algebriques (explicites ou implicites) avec les 
sigues propres aux operations exponentielles et logarithmiques. Ainsi, par 
une methode irCs directe, se trouve resolu le problöme de l’integration 
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pour la formule differentielle e*ydx, et il est diene de remarque qu’on 
soit moins avance par rapport ü la simple differentielle algebrique ydr, 
laquelle parait plus diffieile ü traiter que la precedente, quoiqu'elle soit 
d’un ordre inferieur. 


VI. 
On s’assurera aisement par notre m&thode que Vintegrale =, 


dont les Geometres se sont beaucoup occupes, est impossible sous forme 
finie, ce qui s’accorde avec le theor&me Enonc@ dans le 22 cahier du 
journal de l’Ecole polytechnique. J’ai dit aussi dans le journal cite, que 
les m&mes principes servaient a d&montrer l’impossibilit@ de lintegrale d£finie:: 


xsinax= de 
Jo A4re? 


considerde comme fonction de la variable positive x. En effet si l’on pose: 


x sinaxcdxs 


Y nnd v 1-+e? b) 








on aura: 
d’y 2 1 
da? u er; 
&quation dont lintegrale est de la forme: 
j h 4 x 1% X 
y = de +Be— ee +- / 


A et B £tant deux constantes. Si done liintegrale F i re etait une 


0 
fonction finie, il faudrait que la quantite 


e/ da ex [E 
x ü x 


fut une fonction finie Z. Mais en posant 
—X x 
ex/[: er? dx vn Lu 


x x 


oc’ 














e dx 
C ’ 














et differenciant on a: 


I a 2: uU 
ef 2 re a 7 Se 











Or en combinant ces deux #galites, il vient: 
Fi  _ «* (> L ) 
F an 7” L);» 








.® e 0 5 > £ “ » 
de sorte que lintegrale F serait une fonction finie de x, ce qui n’a 


x sinaxde 





pas lieu. Donc lintegrale J; Ita: est impossible sous forme finie. 
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IX. 

A l'aide de nos methodes, on integre encore (toutes les fois que 
cela est possible sous forme finie) la fonction transcendante tr&s gendrale 
(Pe+0e+....+Re)de, 
dans laquelle P, Q, .... 7 designent des fonctions algebriques prises & 
volonte, et ou p, 9, »... 7 repr&sentent des fonctions algebriques quelcon- 
ques aussi, pourvu quelles ne se r@eduisent pas ü de simples constantes. 

D’iabord il n’y a aucune diffieult@ dans cette extension, si la fonc- 
tion quon veut integrer ne se compose que d’un seul terme Pe’dx; 


car, pour ramener la recherche de Tintegrale f Pe’dx ü celle d'une intd- 


grale de la forme / 'e‘ydx, il suffit de changer de variable independante 
et de prendre pour cette variable independante p au lieu de x. 
Maintenant je vais supposer que la fonction a iniegrer se compose 
de deux termes et qu’elle soit de la forme 
(Pe+0e)dx. 
Ce que nous allons dire sur cet exemple suffira pour bien faire com- 
prendre quelle marche on devra suivre, si le nombre des termes est plus 
considerable. 
Soit done propos de trouver, lorsque .cela est possible en termes 
finis, la valeur de lintegrale 
/Pe+0Qe)dx. 
Il est visible d’abord qu’on peut faire abstraction du cas particulier ou la 
difference des deux fonetions p et g se reduirait a une constante A. En 
eflet si lon avait 9=p-+k, on aurait aussi: 
Pe+0e —= e(P+Qe); 
et en posant P+Qe= f, on m’aurait plus ü integrer que la fonc- 
tion differentelle /e’dx, semblable ä celle dont il a &t€ question en töte 
de ce No. 
Ce cas particulier etant exclu ainsi que celui ou l’on aurait p— mg 
—4k, m et k etant des constantes (duquel on s’occupera tout a l'heure), 
je vais prouver que nulle relation algebrique ne peut exister entre les trois 
quantites x, e?, e’, ou, en d’autres termes, que l’on ne peut jamais avoir, 
entre ces trois fonctions de x, une £galite, quelle qu’elle soit, de la forme 
Sw,ee)=0, 
la caracteristigue f denotant une fonction algebrique. En effet, en indi- 








5. Liouville, sur l’intdgration des fonctions transcendantes. 115 


quant par la caracteristique nouvelle ® une autre fonction algebrique, et 
resolvant l’@quation par rapport ü eP,; on obtiendrait pour cette exponen- 
tielle une valeur de la forme 

e = Dl(x,e"). 
Pour abr&ger, posons e’=9; il nous viendra 

e=®(x,). 
Differenciant et posant pour simpliier dp=p’dx, dgo=y'dx, on a done: 

ep = 9. (0, 9)+ 9, 0) 07‘, 


» _ 9, 0) + g,,(@, 6,04 
Mr y(s, 0) 
Mais cette &quation, dans laquelle e” n’entre plus, est algebrique par rap- 
port äx et 9: il resulte de lü quelle ne doit contenir 9 qu’en apparence, 
et quelle doit subsister abstraction faite de la valeur de d, d’est- a-dire 
qu’elle subsisterait encore si l’on y remplacait #9 par une autre fonction de 
x tout a fait arbitraire: sans cela en eflet on pourrait la r&soudre par 
rapport ü # et la valeur qu’en en deduirait pour cette exponentielle serait 


d’ou Fon conclut: 





une fonction algebrique de x, chose impossible. Si done on designe par 
une constante indeterminde, on pourra £crire 4.9 au lieu de #; ce qui donne 
ge. ud) + 1, a0 udg' 
p(x, 10) : 

Egalant cette valeur de p’ ü la precedente, puis integrant et d@terminant 
la constante arbitraire au moyen d’une valeur particuliere ze —=b ä la- 
quelle repond =, on trouve: 

Da, ud) plb,a) = P(x,9) Old, mu) 
Maintenant je differencie les deux membres par rapport ü 1, apres quoi 
je posse @=1: cela me fournit: 

90,9) Plb,a) = aP;(b,a)P(x,d). 
Mais cette dquation, dans laquelle entre une seule exponentielle 9, est al- 
gebrique par rapport ä x et 9: donc elle doit &tre identique par rapport 
a cette exponentielle, qu’on peut en cons@quence remplacer par une lettre 
indeterminde 7, sans troubler l’egalite. Or en multipliant par di et intd- 


grant l’Equation 


/ 





Plz, i) __ ap,(b, a) 








ymi) iplb,a)? 
a laquelle ce raisonnement conduit, et designant par z, une valeur parti- 
culiere de 2 qui servira a determiner la constante arbitraire, on obtient 
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sans difhculte 


Y(x,i,): 
a = el im, 


aya(b, a) 
y(b,a) 
stant quel que soit i, je pose z=d=e', et observant que P(z,9)= er, 

je trouve: 


egalit& ou Ion a fait, pour abreger, 





—=m. Cette £galit@ subsi- 


e m P\E, To) (2 io) erd 


sm 3 
I, 


cest-a-dire: 
er-mı — 7 (&, io) 


— 





m nd 


I, 
Or p— mg est par hypothese une veritable fonction de & qui ne se re- 
duit pas ü une simple constante. Done l’@quation que nous venons d’e- 
crire, et ol ®(x, !,) est algebrique, doit £tre regardee comme impossible 
(No. II.). Ainsi en admettant qu'il puisse exister entre e? et e’ une rela- 
tion algebrique, on tombe dans une absurdit@: donc une telle relation ne 
peut pas exister. 
Ces preliminaires ctablis, reprenons Tintegrale 
[Pe+0en)dz. 


En posant e=y, e'=z, elle deviendra: 
JPr+02de; 
j dz 


=p'y„-— =g'xz, si lon continue ü faire dp=p'dx, dy 


dy 
et on aura, —— IE F- 


dx 
g'dx. La quantit@ qu’on veuft integrer est ü pr&sent fonction algebrique 
de x, y, x, et ces deux dernicres quantites sont fournies par des Equations 
diff@rentielles du premier ordre. Donc le theor&me fondamental du No. IH. 
est applicable ü notre integrale, en sorte que si la valeur est exprimable 
en termes finies, on pourra lui donner la forme 

[Py+Q2D)dr = t+4logu+Blogv+ ....+ Clogo, 

A, B, .... C etaut des constantes, et £, u, D, .... zw des fonctions alg6- 
briques de x, y, x. Pour abreger, je represente le second membre par 
O(x,y,z). La fonction P(x,y,x) n’est pas algebrique en x, y, z; mais 
sa diff@rentielle l’est n&cessairement. Cela pose, en diffErenciant l’&quation: 


| /Py +0O:)dx = Q(&, Y, 2), 


je trouve: 
PytHV0:—P.(2,y,3 —po'ydD,(a, y,2)—g9'29.(8,y,2) = 0. 
Or cette eyuation nouvelle est algebrique par rapport ä x, y, 2; et une 
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telle relation entre ces quantites a dt& demontree impossible quelques 
lignes plus haut. Done notre &quation doit @tre identique, c’est-A-dire 
quelle subsistera encore si l’on remplace y par #y, x @tant une constante 
quelconque. 
On a done: 
WPy+02— 9 uy 2) up y Pay, 2) =P (a, 2y, 2) = 0, 
d’ou Fon deduira, abstraction faite de la constante arbitraire: 


a/Pydx+ /Qzdx = Pla,uy, 2) 
En joignant cette Egalit& A Tautre: 


/Pydax+ f0Q:dz = Pl(2,y,2), 


— 9 My, 2) pl, y 2) 
/Py de = Fr i 


/9zdx = up(&,y; z)—Yp(, uUy; z) 
vu—1 9 
Teer RUE TRRE de / EIER /9:4 x sont, chacune en par- 


on en deduira: 








ticulier, exprimables sous forme finie, si lintegrale composee de leur somme 
est elle-müöme exprimable sous cette forme, 

La conclusion ü laquelle nous venons d’arriver ne cessera pas mäme 
d’ötre exacte dans le cas particulier exelu jusquiei, c’est-ä-dire dans le 
cas particulier ou Ion aurait p=mg-+k, m et k etant des constantes 
dont la premiere n’est point egale a l’unite, 

En effet si l’on continue ü poser ee=y, e'=x, on verra, comme 
ci-dessus que lintegrale / (Pe+0eN)dx ou /Py +02) dz (si elle est 
exprimable en quantitds finies) peut &tre mise sous la forme: 

SPy+Y2d2 = 9ay2). 
O(x,y, x) etant la representation abregee d’une fonction de la forme 
t+4Alogu+Blogv+....+Clogw. En dilferenciant on aura comme 


pr&c&demment: 
Py + 0:—9,.(®, Y 3) —p'y®, (X, Y, s)—9'z0. (2, Y, z) =. 6 
Cette &quation est algebrique par rapport ü 2, Y, 3: si donc on se rap- 


pelle qu’on a: z=e', et y=e?=e*.e"', on verra quil est toujours fa- 


cile de lui donner la forme: 

Le + Me”! 4,...+ Ne! = 7, 
L, M, .... N, T etant des fonctions algebriques de #, et, ß, .... 
designant certains nombres connus. Or on a vu (No. IL.) quune telle 


Crelle's Journal d. M. Bd. XIII. Hft. 2. 16 
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@quation est impossible a moins qu'’on nat: z=0, M = Orr RR 
T=0; c’est-ä-dire ä moims quelle ne soit identique par rapport ä e". 
Il resulte de la que l’&quation: 
Py+ 02-9. -Py9, © y2)—y:9.(©,y,2) = 0, 
doit aussi &tre identique par rapport ü e?. Cela pose, soit x une constante 
quelconque. En changeant e’ en we’, ce qui transforme z en uz et y 
en #”y, le premier membre ne cessera pas d’etre Egal a zero, ce qui exige 
(comme on le voit sans peine) qu'on puisse faire le m@me changement 
dans l’equation integrale 
/Py+03 dz = O(2,Y,2). 

Ainsi, abstraction faite de la constante arbitraire, on a aussi: 

/Pu”y+Quz)dz ='P(a,u"y,u2). 
De ces deux &quations l’on tire: 

/Pydx FE p(x, u” y, u) —ıp(®, Y, 2) 








we” — u 9 
J9:dx — vw p (a, ıE dr _ a P2), 


d’ou l’on conclut que les deux valeurs de F Pydx et f Qzdx doivent, 
chacune en particulier, ötre exprimables sous forme finie. 

Il resulte de eette discussion que, pour integrer la formule diffe- 
rentielle 

(Per +Qer)dz, 
en quantites finies, il faut chercher successivement les valeurs des deux 
integrales / Perdx, / Qe’dx, ce qui est facile par la methode du No. VII.: 
si Dune de ces intdgrales est impossible ou si toutes les deux le sont, il 
en sera de m@me de lint@grale d@emandee. La methode que nous venons 
d’exposer sur un exemple s’etend @videmment ä la formule differentielle 
(Pe+0e+....+Re)dx, 

quel que soit le nombre des termes irr@ductibles qui la composent, ce qui 
constitue peut-&tre le r&sultat le plus general qu’on ait ebtenu jusqu’au- 
jourdhui dans cette partie de l’Analyse qui traite de Fintegration des fonc- 
tions d’une seule variable. 
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6. 
Die Sätze von Fourier und Sturm zur Theorie 
der algebraischen Gleichungen. 





Der Fouriersche Satz findet sich, unter andern, in der Schrift seines 
Urhebers „Analyse des eguations determinees par Fourier, prerm. part. 
liv. prem”” Den zweiten Satz hat sein Erfinder Sturm (aus Genf, jetzt 
zu Paris), in einer der Pariser Akademie der Wiss. am 23. Mai 1829 
vorgelesenen Abhandlung vorgetragen, ihn auch im 11. Bande des Bulle- 
tin des sciences math., phys. et chim. von Ferussac 8. 419 etc. (ohne 
Beweis) mitgetheilt. Einen Beweis des Satzes hat v. Ettinghausen 
im Jahre 1830, im 7. Bande der Wiener Zeitschrift für Math. und Phys. 
S. 444 etc. geliefert. Ob die Original- Abhandlung von Sturm »edruckt 
worden, ist dem Herausgeber des gegenwärtigen Journals nicht bekannt. 

Dals nun der Herausgeber die beiden bereits gedruckten Sätze hier 
reproducirt: davon ist ihm die Erwägung Anlals, dals eines Theils die 
beiden Sätze, obgleich für die Theorie der Gleichungen ungemein wichtig, 
noch wenig allgemein bekannt sind, und dafs, andern Theils, wie es 
scheint, ihre Beweise noch schärfer und klarer sich aussprechen lassen, 
als es, so viel dem Herausgeber bewulst, bis jetzt geschehen. Er wird 
sich, indem er die Sätze hier vorbringt, zugleich bemühen, die Beweise 
derselben in dem Maafse elementar und deutlich zu geben, wie es billiger- 
weise wird geschehen müssen, wenn sie, wie zu holfen und zu wünschen, 
in die Lehrbücher übergehen. 

Dergleichen Reproductionen schon gedruckter, aber weniger bekann- 
ter, mathematischer Sätze liegen übrigens in dem Plane des Journals (man 
sehe die Vorrede zum 1. Bande, 8. 3.), und der Herausgeber wird sich 
aulserdem über ihre Nützlichkeit gelegentlich ausführlich äufsern. Er 
glaubt daher, nicht allein das Journal wegen der gegenwärtigen Mittheilung, 
und wegen ähnlicher, die er, oder Andere, sich etwa erlauben möchten, 
gerechtfertigt halten, sondern auch boflen zu dürfen, dafs dergleichen Mit- 
theilungen denjenigen Lesern des Journals, die dasselbe bei ihrem Studio 


der Mathematik benutzen wollen, angenehm sein werden. 
16 * 
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I. Der Fouriersche Satz. 


1. 


Es sei m eine beliebige ganze, positive Zahl und 
x" m a" m"? pa”... pm5 80, dals 





Fz=y= 
oy = ma” + (m—1)p,x”"”-+(m — NP” "ers + Piz 
Oy = m(m—1) x"? + (m—1) (m —?) pıX" Pr... + Pay 
ey = m(m—l)...32%° -F(m—1)(m—?2)..2prx+Pp:; 


oiy = m(m—1)...2% +pı; 
0" y = m(m—1)....1. 
Bezeichnet man die Coöfficienten eines beliebigen dieser Ausdrücke, 
z. B. die Coöfficienten von ö6”y, in so fern sie nur von 2 und absoluten 


Zahlen abhängen, durch p, Yı, a5 +++ +, So, dals 


= o"y — u. gm 1- TR Pı nl -- 7» Pa gun: ae -- Dane 
ist, so kann man auch schreiben: 
n en mn tt, Pı U,Pr Pr) 
3. "y—=ıx (u+ a. + Pr rt mn) ® 
In diesem Ausdrucke verschwinden, wenn = + ist, innerhalb 
der Klammern alle Glieder, bis auf u; also reducirt sich 0”y, für &=+%, 


auf ux”", und folglich ist, für =+%, 
4. d"y — (+ eo. 








Also ist 
für = +x, "y= + für alle 2, vnz=m bis n=0(, 
9. | . ‚ +» für n=m, m—?R, m—4, m—b, «.... 
por re für n= m—1, m—3, m—), ..:. 
Ferner ist für = 0, vermöge (l.), 
6. yapns IY—Pnıs PYZPmay Typ, 9"y=m(m-1)...1. 
Werden nun ferner die Werthe der Grölßsen y, 0y, ö°y, .... 0”y, 
für irgend einen Werth c von x, durch 
f Key OYey yon sone: 
bezeichnet, und man begreift unter dem Zeichen 
(x) die Reihe der Grölsen 6”y, 0”-!y, 6”?y, .... y im allgemeinen, 
8. | und unter dem Zeichen 
(c) die Reihe der Grölsen 0” y., 6""'y., 9""yoyıre. J} 
so folgt aus (5.), dals 
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+ - . 
die Reihe (— x), oder O”y_,, O""y_,, O"?y_o, ser. OYnı Ya, 
die darüber stehenden Zeichen, also lauter Zeichenwechsel, 
E72 WE ER 
die Reihe (+ x), oder O”y,,, O""!y,,, O"Pyıny vun. OYyss Ytn 
die darüber stehenden Zeichen, also lauter Zeichenfolgen: 
aus (6.) aber, dafs 
die Reihe (0), oder 0”y,, "yo, "yo, zer. OYoy Yos 
die Zeichen der Coe&fficienten 1, 9,, Pas +++: Pm 
hat, so, dals die Reihe (+ ©) immer z Zeichenfolgen mehr hat, als die 


Reihe (— x). 


2. 

Der Cartesische Satz von den algebraischen Gleichungen lehrt, 

dals die Gleichung 

10. y= x”+px”""+m2x””....t+p. = 0 

nicht mehr reelle negative Wurzeln haben kann, als sich Folgen in 
den Zeichen der Coefficienten befinden, mithin, weil die Reihe (— x) (9.) 
lauter Zeichenwechsel, die Reihe (0) dagegen die Zeichen der Coeflicien- 
ten selbst hat, nicht mehr reelle negative Wurzeln, als von (— x) bis (0) 
Zeichenwechsel in Zeichenfolgen übergegangen sind; und, ähnlicher Weise: 
dals die Gleichung nicht mehr reelle positive Wurzeln haben kann, als 
sich Wechsel in den Zeichen der Coefficienten befinden, mithin, weil 
die Reihe (+ x) lauter Zeichenfolgen hat, nicht mehr reelle Wurzeln, 
als von (+) bis (0) Zeichenfolgen in Zeichenwechsel übergehen, oder 
als die Reihe (+ ©) Zeichenfolgen mehr hat, als die Reihe (0). 

Der Fouriersche Satz erweitert dieses Kennzeichen der Grenze 
der Zahl der reellen Wurzeln einer Gleichung y =0 in Beziehung auf die 
Werthe von x, zwischen welchen sie liegen können. Er beschränkt sich 
nicht blofs auf die beiden Werthen-Paare — x, O und 0, +x von x, son- 
dern lehrt, dafs allgemein, zwischen einem beliebigen Werthen -Paare 
a und 5 von x, wo 5>a, nicht mehr reelle Wurzeln der Gleichung 
y==0 liegen können, als die Reihe («) Zeichenwechsel mehr hat als die 
Reihe (5). Auch liefert er zugleich Kennzeichen der Existenz imaginairer 


Wurzeln. 
Der Beweis des Satzes, verbunden mit den Kennzeichen der ima- 


ginairen Wurzeln, ist im Folgenden enthalten. 
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3 

Wenn die Werthe eines Polynoms fx, welches, wie oben das 
Polynom d"y, nur Potenzen von x mit ganzzakligen, positiven Exponen- 
ten enthält, für irgend zwei reelle Werthe a und bvon zen tgegenge- 
setzte Zeichen haben: so mu/s, während x von a bis b stetig wächst, 
und also der JFerth von fx, mit x zugleich, stetig sich verändert, 
dieser Werth von fx wenigstens einmal durch Null gehen, u ndes 
mufs daher wenigstens einen, zwischen a und b liegenden, reellen Werth 
von x geben, für welchen fx =O ist. 

Dieser Satz wird, wie bekannt, auf verschiedene Arten bewiesen ; 
auch ohne denjenigen, dafs fx immer als ein Product einfacher Factoren 
zu betrachten ist: blols aus der Stetigkeit des Wachsthums von x und der 
Verschiedenheit der Zeichen der Glieder des Polynoms fx. So bewei- 
set ihn z. B. Lagrange, in der 1. Anmerk. zu seiner Theorie der nu- 
merischen Gleichungen. 

4. 

Wenn iny (l.), x von —» bis +» stetig wächst, so müssen 
von den von y abgeleiteten Grö/sen diejenigen 0""!y, O"?y, O"y, .... 
einzeln, oder mehrere zugleich, nothwendig wenigstens einmal, und zwar 
für reelle Werthe von x, den JFerth Null annehmen. Jedoch kann 
solches auch, die abgeleitete 6”""'y ausgenommen, in ungerader Zahl, 
öfter geschehen, und auch die übrigen abgeleiteten 06"”y, 0”*y, 0"°y, .... 
können, in zerader Zahl, mehreremal den Werth Null annehmen, 

Denn da die Werthe der sämmtlichen Größen 0""'y, 0""°y, 0" ®y,....; 
zufolge (9.), für die beiden reellen Werthe —© und + von x entge- 
gengesetzte Zeichen haben, so ist von jeder der Werth wenigstens ein- 
mal, für irgend einen zwischen —x und +» liegenden reellen Werth 
von x, gleich Null ($. 3.); und zwar sind die reellen Werthe von x, für 
welche 0”'y, 6”®y, 0”°y, „... verschwinden, nothwendig endlich, 
nicht unendlich grols, indem unendlich grofßse Werthe von x nicht end- 
liche Werthe von &”"'y, 6”""°y, 0"=®y, „..., und also auch nicht den Werth 
Null geben können, sondern nur unendlich grofse Werthe, mit dem Zei- 
chen der höchsten in dem Polynome vorkommenden Potenz von x. 

Dafs die Gröfsen 0”""y, 0””°y, 6”"*y,....y siümmtlich auch mehr- 
mals, auf die angezeigte Weise, in gerader oder ungerader Zahl, dureh 
Null gehen können, folgt daraus, dals die Gleichungen 0"*y=0, 0”"°y =0, 
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ym=(,....y=0, die, anders wie 0”"'"y= 0, sämmtlich von höherem 
als dem ersten Grade sind, auch mehrere reelle Wurzeln haben können, 


5. 

Wenn der Werth eines Polynoms fx, welches, wie y und dessen 
Abgeleiteten (1.), nur Potenzen von x mit ganzzahligen, positiven Ex- 
ponenten enthält, für irgend einen reellen Werth ce von x, nicht Null 
ist> so hat f(c+x), für alle möglichen reellen Werthe von x, die zwi- 
schen O und gewissen endlichen reellen Grenzen —r, und +r; liegen, 
nothwendig immer mit fc einerlei Zeichen. 

Denn, wenn v der Exponent und ( der Coefficient der höchsten 
Potenz von x in fx, oder von c in fc, bezeichnet, so, dafs ”fe= 
v.v—1)....2.l ist, so ist, nach dem Taylorschen Lehrsatze: 


Sct)=Sctröfe+zPSe..HWf, 
oder f 
11.  fS(c+%) = Sc+z[öfe +3 &fc+ F fe .. I +”2]. 
Kein Glied der Reihe rechterhand, ist unendlich groß. Sie sind alle end- 
lich, und können nur zum Theil Null sein, weil sie ce nur in Potenzen 
von ganzzahligen, positiven Exponenten enthalten. Schreibt man daher 
(11.) wie folgt: 
12. fc+)=/fcHıP, 
so bezeichnet P eine endliche Größe, die sich, mit x zugleich, stetig 
verändert. Für <=0 ist zP=0, und, so wie x, von Null an, in’s Posi- 
tive oder Negative hinein, stetig sich verändert, wird auch der Werth von 
“xP stetig ab- oder zunehmen. Für irgend einen negativen Werth — 7, 
von %, und für irgend einen positiven Werth +7, von x, wird «P viel- 
leicht eine Gröfse erreichen, deren absoluter Werth demjenigen von 
Sc (der nicht Null sein sollte) gleich kommt. Alsdann wird also fc+xP 
entweder =2fc oder = sein, je nachdem die Zeichen von fc und xP 
einander gleich, oder entgegengesetzt sind. Für alle # aber, die zwischen 
O’und —r,, und zwischen O und +7,, also überhaupt zwischen — r, und 
+7, liegen, und für welche also fe+xP zwischen ?fc und 0 liegt, wird 
nothwendig fc+xP das nemliche Zeichen haben, wie fc. Also folgt, 
wie behauptet wird, dafs der Werth von f(c+x)=fc+xP, für alle x, 
die zwischen — 7, und +7; liegen, wo 7, und 7, gewisse positive end«- 
liche Werthe haben, immer mit fc einerlei Zeichen hat. 
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6. 

Wenn von einem Polynome fx, wie 0”"y, so wie von seinen e—1 
nächsten Abgeleiteten, die Werthe, für irgend einen reellen Werth ce von 
x, alle, also zusammen die e von y abgeleiteten Grüfsen ö”y,, O"t!y,, 
yon. Otly,, oder fe, Ofe, Orfe, 2... O'fe zugleich Null sind 
(was der Fall sein kann, da zufolge ($. 4.) die Grö/sen 0”"'"y, 0”"y, 
O®y, .... einzeln, jede wenigstens einmal, für irgend einen reellen 
Werth von x verschwinden müssen, die übrigen Grö/sen 0”"?y, 0”*y, 
O"y, .... aber für reelle WFerthe verschwinden können), die nächste 
auf t!y — Of folgende Abgeleitete "ty —= fx dagegen für 
a==c nicht Null ist, also etwa von =c—r, bis z=c-+4-7r, (wo r, 
und 7, positive endliche Gröfsen bezeichnen) nach ($. 5.) ihr Zeichen 
nicht ändert: so ist nothwendig das Zeichen aller /erthe von fx = 0"y, 
die zu kleineren HWerthen von x als c gehören, etwa von z=c bis 
a=c—hk, (wo k, eine positive endliche Gröfse ist) dem Zeichen des 
W erthes von e& fe —=0"ty für e=c entgegengesetzt, wenn e un- 
gerade, und gleich, wenn ge geradeist; das Zeichen aller Werthe 
von [x dagegen, die zu grö/seren Werthen von x als c, etwa von 
z=clis&—=c-4,, gehören (wo k, wieder eine positive endliche Grö/se 
bezeichnet) ist in allen Fällen, & sei gerade oder ungerade, dem 
Zeichen des Werthes von fx für e=e gleich. 

Denn, wenn z.B. x und x-+x zwei verschiedene Werthe von x 
bezeichnen, und y ist der Exponent der höchsten Potenz von x in fx = 
ö"y, nemlich v=m—n; so ist, nach dem Taylorschen Lehrsatze: 


Sat) = fetro/fcHt - feet ..+ en fx, 
oder auch, weil fr = vw —1)v—2)....2, 
’ “ Be & gel 
13. S(c+z) = fa+x0/c4 3 er efrt+ 53 +1 or fe. 
Es ist also für e=c, für welchen Werth von x in dem gegenwärtigen 
Falle, der Voraussetzung nach, fx, O fx, fx, .... öT'fx=0 sind, 
x x” 











x 

















ern = NEE ee Bf 42er), 
oder 

| 1. Nr . „fet!fe x Br HR 
14. St [St a ee er]. 


In diesem Ausdrucke ist, nach der Voraussetzung, ö°fc nicht 
Null. Die Ableitungen öt'fe, 0°*°fe, .... aber können nur endlich grols 
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oder Null, nicht unendlich grofs sein, weil sie ce nur in Potenzen von gan- 
zen positiven Exponenten enthalten. Also ist, wie in ($. 3.), wenn man 
(15.) wie folgt schreibt: 


15. Ste+tm = 53— 3— ; (@fe+xP), 

der Factor P für jeden endlichen Werth v von % eine endliche Größe, eben 
wie es O’fe ist. Für «=0 ist also xP=0, und wenn x, von O ab, sich 
stetig verändert, wird der Werth von «P stetig ab- oder zunehmen, folg- 
lich, wenn x positiv wächst, vielleicht für irgend ein endliches, reelles, 
positives #,=x, oder, wenn % in’s negative abnimmt, für irgend ein end- 
liches, reelles, negatives f,=x, den Werth von ö’fx, der von x unab- 
hängig ist, mit gleichem oder entgegengesetztem Zeichen, erreichen. Jeden- 
falls aber wird, für alle reelle Werthe von x zwischen O0 und Ä4,, und 
zwischen O und —Ä,, also zusammen zwischen 4, und —Ä4,, der abso- 
lute Werth von «x P kleiner sein, als derjenige von ö°fc. Für alle diese 
Werthe vor x also wird die gesammte Grölse öfe--xP das nemliche 
Zeichen haben, wie ö’fe. 

Für jeden negativen Werth von x, der zwischen O0 und —4, 
liest, wird also das Zeichen der Grölse f(c+x) (15. oder 14.) nunmehr, 
weil &°/c+xP mit ö’fc immer einerlei Zeichen hat, wegen des Factors 
x’, demjenigen von ö’fce entgegengsetzt sein, wenn e ungerade, und 
gleich, wenn x gerade ist; für jeden positiven Werth von x dagegen, 
zwischen O und #,, wird das Zeichen der Gröfse f(x) demjenigen 
von ©’fe immer gleich sein, e sei gerade oder ungerade; wie es 


der Satz aussagt. 


T. 

IF enn wieder, wie im vorigen Paragraphe, von einer der Abgelei- 
teten ©" y, in der Reihe (8.), desgleichen von den nächst höhern Abgelei- 
teten O"*'y, ort2y, .... O"ti=!y, in dieser Reihe, die Werthe, indem x 
von = —o bis 2—=—+w stetig wächst, für irgend einen reellen 
Werth c von x alle zugleich verschwinden: so kann solches nicht an- 
ders geschehen, als dafs, zuvor, ehe x den Werth c erreicht, in einem 
gewissen endlichen Abstande k, von c, also von e—=c—Äk, bis z=e, 
die höchste der für = c verschwindenden Abgeleiteten o"+"'y das 
dem Zeichen der nächsten, nicht verschwindenden, Abgeleiteten 8”*+'y, 


entgegengesetzte Zeichen, die nächst-niedrigere, verschwindende 
Creile’s Journal d. M. Bd. XIII. Hi. 2. 17 
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Abgeleitete ©"+'""y dagegen das dem Zeichen von ö"ty, gleiche Zei- 
chen angenommen hat, und so abwechselnd weiter, bis zur letzten ver- 
schwindenden Abgeleiteten 8” y hinauf; desgleichen nehmen nothwendig 
die verschwindenden Abgeleiteten &"y, dt!y, dt? y, .... d"tiiy, so 
wie x über c hinaus wächst, wiederum bis zu einer gewissen endlichen 
Grenze k,, also von e=c bis =c-tk,, sämmtlich dasjenige Zei- 
chen an, welches die nächste nicht verschwundene Abgeleitete 0" y für 
w=c hat. JFenn also x, und x, zwei reelle Grö/sen bezeichnen, die 
zwischen OÖ und k, und zwischen O und k, liegen, so verhält es sich mit 
den Zeichen der verschiedenen Abgeleiteten, je nachdem das Zeichen 


von O"t’y für e=c + oder — ist, wie folgt: 


Er, A, A, A nn 0, 


dr a arts Bee A Tr 
16. (ec) + Ö 0) 10) 10) au 
erw © ee er 
e—%) — + — -- — eo... + 
17. (ec) — 0 0 Ö 0 eo... 1) 
c+%) — — — _— — er, 


und zwar in so fern 0"t’y selbst von c—x, bis c-4+x, das Zeichen nicht 
ändert, also x, und %,, aufser zwischen O und k, und zwischen O und k,, 
auch noch zwischen O und +, und zwischen QO und r,, also auch noch 
zwischen den Grenzen liegend angenommen werden, zwischen welchen, wie 
vorausgesetzt wurde, ©'+°y nicht Null ist, oder das Zeichen nicht ändert, 


Denn fir die erste, in den Reihen (ce), für z=e verschwindende 
Abgeleitete O’F='y ist, in Bezug auf ©"t’y, e=1, also ungerade, und 
folglich ist das Zeichen von 0”*’=!y, ehe diese Abgeleitete verschwinden 
konnte, nach ($. 6.), nothwendig dem Zeichen von 0”*y entgegenge- 
setzt gewesen. Für die zweite in den Reihen (ec) verschwindende Abgeleitete 
ort? y ist, in Beziehung auf 0’*y, e=2?, also grade; folglich ist das 
Zeichen von 0”*”y, ehe diese Abgeleitete verschwand, nach ($. 6.), noth- 


wendig dem Zeichen von ©'*’y gleich gewesen, und so abwechselnd 
weiter. Dagegen: so wie x über ce hinausrückt, nehmen alle verschwun- 
den gewesenen Abgeleiteten, nach ($. 6.), nothwendig das nemliche Zei- 
chen an, welches 0'*y für = c hat. 
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8. 


Wenn von 0"*y an, rückwärts, wiederum die ge Abgeleiteten 
arte, Ort y, 0... O*"y für ac alle zugleich verschwinden, nicht 
aber O”t‘y und ö’"!y: so gehen bei dem Durchgange des stetig wachsen- 
den x durch c, in so fern bei demselben &"*°y, eben wie 0"! y, das Zei. 
chen nicht wechselt ($.5.). 


Il. In dem Falle, wo n>O und 
A) e ungerade ist: 
a) nothwendig e-+1, also eine gerade Zahl von Zeichenwech- 
seln in eben so viele Zeichenfolgen über, wenn 0"**y und 6"! y gleiche 


Zeichen haben; 
ß) ce—1, also wieder eine gerade Zahl von Zeichenwechseln in 


eben so viele Zeichenfolgen, wenn &"*’y und Ö""'y entgegengesetzte 
Zeichen haben; 

B) wenn ge gerade Ist 
gehen immer g, also abermals eine gerade Zahl von Zeichenwechseln 
in eben so viele Zeichenfolgen über: welche auch die Zeichen von O"t°y 
und ö"-!y sein mögen, so, dafs also, in dem Falle n>0, die Zahl der 
Zeichenwechsel, welche in Zeichenfolgen übergehen, immer nur grade 


sein kann. 


I. In dem Falle, wenn n=0 oder öy=y ist, 


gehen stets g Zeichenwechsel in g Zeichenfolgen über, welches auch das 
Zeichen von 6”+*y (jetzt ©’y) sein mag; so, dafs also, in dem Falle 
n=0, die Zahl der Zeichenwechsel, welche in Zeichenfolgen übergehen, 
sowohl grade als ungrade sein kann. 


Den Beweis hiervon machen die Reihen (16.) und (17.) anschau- 
lich. Denn erstlich befindet sich über jeder Null der mittlern Reihe noth- 
wendig links ein Zeichenwechsel, welchem unterhalb der Null, links, 
eine Zeichenfolge correspondirt. Es gehen also, ohne vorläufig auf das 
nächste auf 0*y folgende Glied 9”"'y zu sehen, weil & Nullen vorhanden 
sind, ge Zeichenwechsel in e Zeichenfolgen über. 


Nun ist, in dem Falle 2=0, kein Glied 0”"'y vorhanden, und 


es kommen also wirklich nur die e Glieder 0”t"y, "ty, .... 0”y in 
17* 
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Betracht. Also folgt für diesen Fall unmittelbar, was der Satz unter (1I.) 
behauptet. 

Ist dagegen, in dem Falle (1.) des Satzes, ein Glied 0”-!y vorhan- 
den: so gehen erstlich wieder € Zeichenwechsel, die sich über den Nullen, 
links, befinden, in & Zeichenfolgen, links, unter den Nullen, über. Ist nun 

ge ungerade, so haben nothwendig 0”t’y und d”y über .den Nul- 
len entgegengesetzte Zeichen, während sie unter den Nullen gleiche 
Zeichen bekommen, Ist daher das Zeichen von &"-!y demjenigen von 
0"+"y gleichz; so kommt über den Nulllen noch ein Zeichenwechsel, und 
unter den Nullen eine Zeichenfolge hinzu, und folglich gehen in diesem 
Falle e-+ 1 Zeichenwechsel in eben so viele Zeichenfolgen über, wie es 
(1. A. a.) behauptet. Ist dagegen das Zeichen von 0""'y demjenigen von 
o”"t*y entgegensetzt, so belindet sich über den Nullen eine Zeichenfolge, 
unter den Nullen dagegen ein Zeichenwechsel mehr. Also gehen in diesem 
Falle nur &—1 Zeichenwechsel in eben so viele Zeichenfolgen über; wie 
es (1. A. ß.) behauptet. 

Ist <e grade, so haben nothwendig 0"*‘y und 6”"y über den Nul- 
len gleiche Zeichen, eben, wie unter den Nullen. Ist daher das Zeichen 
von 6”=!y demjenigen von 0”*”y gleich, so kommt über und unter den 
Nullen eine Zeichenfolge hinzu; und ist das Zeichen von 0”"!y demjenigen 
von 0”*t‘y entgegengesetzt, so kommt über und unter den Nullen zugleich 
ein Zeichenwechsel hinzu. In beiden Fällen bleibt also die Zahl der Zei- 
chenwechsel, die in Zeichenfolgen übergehen, e; wie es (I. B.) behauptet. 

Aumerkung. Verschwinden für <=c mehrere Gruppen auf 
einander folgender Glieder der Reihe 6” y, 0”""!y, 8"2y, .... y, von der 
Art, wie diejenige d"t"'y, O"H®y, „... 0”"y eine ist, jedoch unter der 
Bedingung, dafs sie wenigstens durch ein Glied von einander getrennt 
sind, so gilt von jeder einzeln, was hier ausgesagt ist, und die Zahl der 
in Zeichenfolgen übergehenden Zeichenwechsel ist der Summe der Zahlen 
der in den einzelnen Gruppen verschwindenden Zeichenwechsel gleich. 

9. 

Wenn von den Gröfsen y, dy, O’y .... ö”"y nur eine allein, 
2. B. 8"y, für e=c verschwindet, so, dafs also e=1 ist: so gehen, in 
dem Falle n>0, zwei Zeichenwechsel in zwei Zeichenfolgen über, 
wenn 0"t"y und 8""'y gleiche Zeichen haben, und kein Zeichenwechsel 
geht verloren, wenn Ö""'y und ö""!y ungleiche Zeichen haben. Ist 
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0"y die Grüfse y selbst, oder n=0: so geht immer nothwendig Ein 
Zeichenwechsel in Eine Zeichenfolge über. 
Dieses folgt unmittelbar aus ($. 8.), wenn man dort e=1 setzt. 


10. 

Während x von —» bis —w stetig wächst, kann in der Reihe 
der Gröfsen 6"y, 0""'y, 0""*y, .... y, die Zahl der Zeichenwechsel ihrer 
Woerthe nur ab- und also die Zahl der Zeichenfolgen nur um eben so 
viel zunehmen. Nirgend kann die Zahl der Zeichenfolgen abnehmen. 

Denn, erstlich, können sich die Zeichen der Werthe der Gröfsen 
0” y, 0”""Iy, ....y nur bei dem Durchgange durch Null ändern ($. 5.). 
Nun giebt es aber nicht mehr Fälle für den Durchgang der Gröfsen durch 
Null, als in ($. 8.) aufgezählt sind, und die kleinste Zahl der Zeichen- 
wechsel, die, beim Durchgange beliebiger Gröfsen durch Null, in eben so 
viele Zeichenfolgen übergehen, ist &—1. Der kleinste Werth von & aber 
ist 1; also ist die kleinste Zahl der Zeichenwechsel, die in Zeichen- 
folgen übergehen können, oder der Zunahme der Zeichenfolgen, Null: 
niemals negativ. Also kann die Zahl der Zeichenfolgen, so wie x stetig 
wächst, niemals abnehmen, sondern nur zunehmen, 

11. 

1. Henn zwischen e=a und x=b, ß reelle Wurzel der Glei- 
chung y=ß0 liegen, so hat die Reihe: 

18. (a) Any, ty een. Ya 
wenigstens Pß Zeichenfolgen weniger, als die Reihe 
19. (b) = 0"y;, Op, "yon. Jo 

Jedoch kann, wenn die Zahl der Zeichenfolgen, welche die Reihe 
(b) gegen die Reihe (a) mehr hat, Ö ist, auch Ö>ß sein. 

H. Dagegen können zwischen a und b nicht mehr als ö reelle 
Wurzeln der Gleichung y=O liegen; d.h. es kann nicht B>Ö sein. 

Denn, (I.), geht bei jedem Durchgange von x durch eine reelle Wur- 
zel der Gleichung y=0 nothwendig Ein Zeichenwechsel in Eine Zeichen- 
folge über ($. 9.).. Und da nun die Zahl der Zeichenfolgen, während x 
wächst, nie wieder abnehmen kann ($. 10.), so enthält die Reihe (b) 
nothwendig wenigstens ß Zeichenfolgen mehr, als die Reihe («). 

Lügen, (II.), mehr als ö reelle Wurzeln zwischen @ und 5, so 
mülste die Reihe (d), zufolge (I.), mehr denn ö Zeichenfolgen mehr haben, 
als die Reihe (a): der Voraussetzung entgegen. 
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12. 

I. //enn die Reihe (b) (19.) keine Zeichenfolgen mehr hat, als 
die Reihe (a) (18.), also ö=O ist: so kann zwischen a und b keine 
reelle Wurzel der Gleichung y=O liegen. 

U. J//enn die Reihe (b) (19.) 1, 3, 5, .... Zeichenfolgen mehr 
hat, als die Reihe (a) (18.), also Ö eine ungerade Zahl ist: so liegt 
zwischen a und b nothwendig wenigstens Eine reelle Wurzel der 
Gleichung y=%. 

Denn, (].): die Zahl ß der reellen Wurzeln, die zwischen @ und 5 
liegen, kann nur der Zahl ö der Zeichenfolgen, die (5) mehr hat als («), 
gleich sein, oder kleiner ($. 11. I.), nicht grölser ($. 11. II.): also 
kann, wenn d=0 ist, ß ebenfalls nur =O sein. 

Es kann, (II.), wenn sich unter den Gröfsen 0"y, o"t'y, .... 0"t"'y, 
die für irgend einen reellen Werth von x, hier zwischen @ und d liegend, 
verschwinden, diejenige ©’y, oder y, nicht befindet, die Zahl ö der Zei- 
chenwechsel, die in Zeichenfolgen übergehen, nur gerade sein ($. 8. I.). 
Ist also Ö ungerade, so muls nothwendig, für einen zwischen @ und b 
liegenden reellen Werth von x, auch y wenigstens einmal gleich Null sein; 
also muls wenigstens Eine reelle Wurzel der Gleichung y=0 zwischen 
a und d liegen. 


Anmerkung. Die Sätze ($. 11., 12.) machen den Haupttheil des 
Fourierschen Satzes aus, 

Vermöge ($. 11. II.) enthält der Fouriersche Satz unmittelbar den 
Cartesischen, als besonderen Fall, in sich, und man findet den letztern 
daraus, in Folge dessen, was $.1. und 2. bemerkt ist, wenn man für die 
beiden Grenzen @ und b, erst — oo und 0, und dann O und + nimmt. 

An die obigen Sätze schlieisen sich noch verschiedene Zusätze an; 
z.B. die folgenden. 

13. 

Wenn, für irgend einen reellen Werth c von x, die Gröfsen 0”y, 
otiy, ty, 0... O"tiy, oder auch mehrere ähnliche Gruppen auf 
einander folgender Glieder der Reihe (x) (8.), elle zugleich verschwin- 
den, und es ist n>0, und nicht auch zugleich y=O für =c: so hat 
die Gleichung y=0 nothwendig wenigstens eben so viele imaginaire 
Wurzeln, als die Zahl der Zeichenwechsel, die, nach ($. 8.), beim Durch- 
gange von x durch c nothwendig in Zeichenfolgen übergehen, Einheiten 
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hat, und die, für die einzelnen Gruppen, wenn e ungerade, ce—1 oder 
e+1, und wenn e gerade, e, also immer gerade ist. 

Denn es können die e—1, oder e+1, oder e Zeichenwechsel, die 
nach der Voraussetzung für = c in eben so viele Zeichenfolgen überge- 
hen, zufolge ($. 10.), nie wieder durch Zeichenwechsel, die aus Zeichen- 
folgen entstünden, ersetzt werden, Also bleiben von den m Zeichen- 
wechseln, die von = — x» bis x = + » überhaupt vorhanden sind ($. 1.), 
von =—x bis z=c, und von z=c bs =+x, nur m—c+1, 
oder m —e, oder m—e—1 Zeichenwechsel übrige. Mehr reelle Wur- 
zeln aber, als Zeichenwechsel in Zeichenfolgen übergehen, kann die Glei- 
chung y= 0 zwischen bestimmten Grenzen nicht haben ($. 11. II.). Also 
kann sie nur überhaupt höchstens m —c-+1, oder m — e, oder m —c—1 
reelle Wurzeln haben, deren Werth von c verschieden wäre: c selbst 
aber ist keine reelle Wurzel von y=0, weil, nach der Voraussetzung, 
y für y=e nicht verschwindet. Die Gleichung y=0 hat aber noth- 
wendig, wie aulserdem bekannt, jedenfalls im Ganzen 2 Wurzeln. Also 
müssen von diesen 2 Wurzeln nothwendig wenigstens &—l, oder e+1, 


oder € imaginair sein. 
14. 


IF enn, für irgend einen reellen Werth c von x, die e Gröfsen y, 
Oy, O’y, .... O'y alle zugleich verschwinden: so hat die Gleichung 
y=0 nothwendig e reelle Wurzeln, jede =c. 

Denn es gehen in dem gegenwärtigen Falle, zufolge ($.8. I1.), für 
x —=c, € Zeichenwechsel in eben so viele Zeichenfolgen über. Es blei- 
ben also, für den Umfang von = —w bis z=c, und von z=e bis 
z=-+x, nur noch 77 — e Zeichenwechsel übrig. Mehr reelle Wurzeln 
kann aber die Gleichung in diesem Umfange nicht haben ($. 11. II.). Also 
folgt zuniichst, daß auf z= c selbst, wenigstens e Wurzeln kommen. 
Keine dieser Wurzeln ist aber imaginair; denn sie sind alle gleich c. Und 
in dieser Rücksicht folgt wieder, dafs ihrer auch nicht mehr sein können, 
als &, weil sonst mehr als &e Zeichenwechsel für 2=c in Zeichenfolgen überge- 
hen mülsten ($. 11. 1.), was nicht der Fall ist. Also hat im gegenwärtigen 


Falle die Gleichung y= 0 nothwendig e gleiche Wurzelo, jede = e. 
15. 
Wenn zwischen a und b keine reelle Wurzel der Gleichung y=0 
liegt, und die Reihe (b) (19.) hat ö Zeichenfolgen mehr, als die Reihe 
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(a) (18.), wo ö, in dern angenommenen Falle, nur eine gerade Zahl sein 
kann ($.8. 1.): so hat die Gleichung y=0 wenigstens Ö imaginaire 
Wurzeln. 

Denn von den ö Zeichenwechseln, die, nach der Voraussetzung, von 
x=.a bis e=b, in eben so viele Zeichenfolgen übergegangen sind, kann 
keiner wieder aus einer Zeichenfolge hergestellt werden ($. 10.). Also 
bleiben von den 72 Zeichenwechseln, die (+ ©) mehr hat als (— x) ($.1.), 
für die beiden Umfänge von — oo bis «a und von 5 bis +, zusammen 
nur m —0 Zeishenwechsel übrig. Deshalb kaun dann die Gleichung y=0, 
in den genannten beiden Umfängen, nicht mehr als mn —ö reelle Wurzeln 
haben ($. 11. 11.). In dem allein von —» bis + © noch übrigen Umfange 
zwischen @ und 5 hat sie aber nach der Voraussetzung keine reelle 
Wurzel: also kann sie überhaupt nur höchstens m —ö reelle Wurzeln ha- 
ben, und hat daher nothwendig wenigstens Ö imaginaire Wurzeln. 


16. 


Der Nutzen des Fourierschen Satzes bei der Berechnung der 
reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung y=0, in Zahlen, besteht 
insbesondere darin, dafs der Satz dieGrenzen angiebt, zwischen welchen 
Wurzeln liegen können, so wie diejenigen, zwischen welchen gar keine zu 
finden sind ($. 12. I.); desgleichen die Zahl der reellen Wurzeln, die mög- 
licher Weise zwischen bestimmten Grenzen sich befinden können ($. 11. H.), 
so, dals man mit x nicht einmal denjenigen ganzen Umfang zu durchlau- 
fen braucht, innerhalb dessen alle Zeichenwechsel der Reihe (x) ($. 1.) 
in Zeichenfolgen übergehen, sondern nur diejenigen einzelnen Umfänge, 
innerhalb welcher Wurzeln liegen können. Zur Berechnung wird fer- 
ner der Satz auf die Weise benutzt, dafs man erst die Grenzen « und , für 
welche die Zahl der Zeichenwechsel der Reihen (e) und (5) verschieden ist, 
so weit zu verengen sucht, dafs nur ] oder 2 Wurzeln dazwischen fallen 
können, in welchem letztern Falle es darauf ankommt, zu entscheiden, 
ob die 2 Wurzeln reeil oder imaginair sind. Wie solches, und wie die 
Zusammenziehung der Grenzen, und dann die weitere Berechnung der 
Wurzeln, mit sehr schneller Annäherung: alles auf höchst sinnreiche Weise, 


geschieht, lehr! die erste und zweite Abtheilung des im Eingange genann- 
ten Werkes von Fourier. 
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I. Der Sturmsche Satz. 


Der Fouriersche Satz lehrt, wie viel reelle Wurzeln eine Gleichung 
Fz=y=0 (l.) zwischen beliebigen reellen Werthen @ und 5 von x 
haben kann. Der Sturmsche Satz lehrt, wie viel reelle Wurzeln die 
Gleichung F’x=y=0 zwischen beliebigen Werthen @ und b von x noth 
wendig haben mufs. Er ist, mit seinem Beweise, in Folgendem enthalten. 


17. 
Es darf immer vorausgesetzt werden, dafs eine Gleichung Fx =0, 
deren Wurzeln man sucht, keine gleichen JFurzeln habe. 
Denn bekanntlich lassen sich die gleichen Wurzeln einer Glei- 
chung absondern, und es lälst sich die Gleichung auf eine andere redu- 
ciren, die keine gleichen Wurzeln hat. 


18. 
Wenn man das Polynom einer gegebenen Gleichung 

20. Ffe=y=0 
vom mten Grade, von welcher, nach ($.17.), vorausgesetzt werden darf, 
dafs sie keine gleichen Wurzeln habe, durch die erste Abgeleitete OF x 
von Fx, die durch 

21. öFx = F,x 
bezeichnet werden mag, dividirt, den Quotienten durch Q,, den Rest, 
negativ genommen, durch F,x bezeichnet: hierauf F\,x durch F,x 
dividirt, den Quotienten durch (Q),, den Rest, negativ genommen, 
durch F,x bezeichnet: ferner F,x durch F,x dividirt, den (uotienten 
durch Q;,, den Rest, negativ genommen, durch F,x bezeichnet, und 
so weiter fortfährt, so, dafs 

Fx« = Q,F,xce—F,x, 


N =0(,Ff,x—F;,x, 
22. F,xe = QO,F,-—HF,x, 
F,x = (Q),TF, x —F, % 
a a 
fe On Van — ln X 


ist: so.gelangt man nothwendig zu einem Reste, der kein x mehr ent- 
hält, und der also mit x nicht mehr sich verändert; und wenn nicht 


schon F,x dieser Rest ist, wo „m, so ist es jedenfalls der Rest F,„x. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 2, 18 
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Denn in /,x steigt x nur bis auf die Potenz »—1, also auf 1 Grad 
niedriger, als in /x; der erste Rest F,x ist aber nothwendig wenig- 
stens wieder um 1 Grad niedriger, als F,x. Daher ist F,x wieder we- 
nigstens um 1 Grad niedriger, als /,x; ferner F,x wenigstens um 1 Grad 
niedriger, als F,x, und so weiter. Also mufs nothwendig zuletzt ein 
Rest F„x erscheinen, der x nicht mehr enthält. 

Dieser Rest F„x kann deshalb blo[fs durch F', bezeichnet werden. 

19. 
Keins der Grö/sen- Paare 

Fz und F,z, 

Fx= ud Rz, 

23. F,xz und F;,«, 

F.,ıx und F,x 
kann einen gemeinschaftlichen Factor haben, und folglich nicht für einen 

und denselben Werth von x» verschwinden. 

Denn, da vorausgesetzt wird, dafs die Gleichung Fx = 0 keine glei- 
chen Wurzeln hat, so haben, wie bekannt, zunächst Fr und F,x=0Fx 
keinen gemeinschaftlichen Factor. Daraus folgt, vermöge der ersten Glei- 
chung (22.), dafs auch F,x mit F,x keinen Factor gemein haben kann: 
denn derselbe mülste, vermöge der Gleichung, auch in Fx aufgehen, und 
folglich hätten Fx und F,x einen Factor gemein; was nicht der Fall 
ist. Weiter folgt aus der zweiten Gleichung in (22.), dafs auch F,x und 
F,& keinen Factor gemein haben können ; denn wäre es so, so mülste der- 
selbe, der Gleichung zufolge, auch in F,x aufgehen, und folglich würde 
dann F\x und F,x einen Factor gemein haben, was, wie sich vorhin 
zeigte, nicht der Fall ist. Und so weiter. 

20. 
Wenn in der Reihe der Gröfsen 
24. («J)=Fax, Fx, FRx, Fx, ... Fa; 
die, wie vor denselben bemerkt, der Kürze wegen durch (x) bezeichnet 
werden mag, irgend eine: F,x (jedoch die erste Fx ausgenommen, und 
auch die letzte, von x unabhängige Gröfse Fm) für irgend einen reellen 
Werth e von x verschwindet: so haben die Werthe der beiden Gröfsen 
F,ı&x und F,,x, zwischen welchen F,„x liegt, für den nemlichen Werth 
ce von x, nothwendig entgegengesetzte Zeichen. 
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Denn da vermöge (22.) 
25. Fur Q,Fn0— Far © 
ist, so ist für F,x=0, also, nach der Voraussetzung, für z==c: 
26. F,ahce= —lFıre: 
Daraus folgt, dafs die Werthe F,_,c und F,„4e der Gröfsen F,_,x und 
F,4 x für = ce nothwendig entgegengesetzte Zeichen haben müssen, 
denn sonst könnte nicht F,_, ce gleich — F,},c sein. 


21. 

In der Reihe der Gröfsen (24.) können nicht zwei auf einander 
folgende für einen und denselben reellen Werth c von x zugleich ver- 
schwinden. 

Denn wären z.B. F,_,x und F,x für == c zugleich Null, so wäre, 
vermöge der 2—1ten Gleichung 7, „= = 0Q,-, F,,ıe—F,x, auch F,_., x 
Null; und weil nun F,_,x und F,_,x zugleich Null wären, vermöge der 
vorhergehenden Gleichung, auch F\,_; x Null, und so weiter: zuletzt auch 
F,x und Fx. Also wären Fx und F, x, für einen und denselben Werth e 
von x, zugleich Null; folglich hätte die Gleichung "x =y=0 gleiche 
Wurzeln: gegen die Voraussetzung. 


22, 

Keine der Gröfsen der Reihe (24.) kann identisch, oder für je- 
den beliebiegen JFerth von x, Aull sein. 

Denn wäre z.B. F,x für jeden beliebigen Werth von x Null, 
so mülfste, vermöge der 2—3'” Gleichung F,.x = Q,_ı F,_ıx — F,.x;, 
weil sich dieselbe dann auf F,_,.x = Q,_‚F,_ıx reduciren würde, #,_ı& 
in F, x aufgehen, folglich, vermöge der vorhergehenden Gleichung 
I, = 0,1, x —F,_ıx, auch in /,_ 3x, und vermöge der weiter vor- 
hergehenden Gleichung F,, == Q,3Fa3—-f„_2, auch in 7, „x, und so 
weiter: zuletzt also auch in #,x und #x. Folglich hätten dann F,x und 
F x einen gemeinschaftlichen Factor, und mithin die Gleichung Fx=y —=0 
gleiche Wurzeln: gegen die Voraussetzung. 


23. 


Wenn in der Reihe der Gröfsen (24.) (die erste und die letzte 
derselben ausgenommen), während x von —o bis +% stetig wächst, 
für irgend einen reellen Werth c von x, eine oder mehrere Grö/sen zu- 
gleich verschwinden: so liegt jede verschwindende Gröfse nothwendig 


18 * 
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zwischen zwei, für e=c nicht verschwindenden Gröfsen von entge- 
gengesetzten Zeichen. 

Denn zufolge ($. 21.) können !nicht zwei unmittelbar auf einander 
folgende Grölsen, für einen und denselben reellen Werth c von x zugleich 
verschwinden. Also liegt jede verschwindende Grölse nothwendig zwi- 
schen zwei nicht für e=c verschwindenden Grölsen, welche, zufolge 
($. 20.), nothwendig entgegengesetzte Zeichen haben. 

24. 

Wenn eine der Grö/sen (24.) (von welchen die erste Fx einst- 
weilen noch ausgeschlossen bleiben soll, die letzte F,„ aber, weil sie kein 
x enthält, ausgenommen ist), eine oder mehrere zugleich, während x von 
— oo bis x stetig wächst, für irgend einen reellen Werth c von x 
verschwinden: so hat, erstlich, die Reihe der Werthe der sämmt- 
lichen Gröfsen, für kleinere Werthe von x, als c, bis zu einer um ein 
gewisses endliches 7, von ce verschiedenen Grenze c—Tr,, und zweitens, 
die Reihe der JFerthe der sämmtlichen Grö/sen, für grö/sere J/erthe 
von x als c, wiederum bis zu einer um ein gewisses endliches r, von 
c verschiedenen Grenze c+r,, nothwendig genau gleich viele Zei. 
chenwechsel: die eine Reihe weder mehr noch weniger, als die andere, 

Denn es sei /,x eine von den für = c verschwindenden Grölsen: 
so liegt dieselbe, nach ($. 23.), nothwendig zwischen zwei, nicht für 2=c 
verschwindenden Grölsen mit entgegengesetzten Zeichen. Also ha- 
ben F,_,z und F,,, x nothwendig entgegengesetzte Zeichen. Sie 
ändern aber auch ihre Zeichen nicht von c—r, bis c+r,, wo 7, und 
7, gewisse endliche Grölsen sind ($. 5.). Es können also, je nachdem 
die mitttlere Grölse 7, x bei dem Durchgange durch Null ihr Zeichen än- 
dert oder beibehält, (welches letztere geschehen kann, wenn etwa die Glei- 
chung F,x=0 gleiche Wurzeln hat), in Rücksicht der Zeichen folgende 


Fille statt finden: 


Bde Puls, El 
xz<e + 7 + 
z=c + 0 + lster und 2ter Fall. 
y, J>e + + 
z<e € + + 
c=c + 0 = 3ter und 4ter Fall. 
x>c Et — + 
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2<c:£ — + 

z=c + 0) + | 5ter und 6ter Fall, 
PRREL a a E 

a<c + — + 

zs=c + 10) 7 | Tter und 8ter Fall, 

de ei ee a = 


In allen diesen Fällen (und mehrere sind nicht möglich), findet, 
wie man sieht, zwischen den drei Grölsen F,_,x, F,x und F,,.x, eben 
sowohl für z<{c, als für > c, immer Ein Zeichenwechsel Statt. Also 
haben die Grölsen, vor und nach dem Durchgange von F,x durch 0, genau 
gleich viele Zeichenwechsel. Was aber von den genannten drei 
Grölsen gilt, gilt von jeden andern drei, deren beiden äulseren nothwendig 
immer für = c entgegengesetzte Zeichen haben müssen, wenn die mitt- 
lere für = soll Null sein können ($. 20.). Es folgt also, dafs sich 
die Zahl der Zeichenwechsel in der Reihe der sämmtlichen Grölsen (24.), 
bei dem Verschwinden einer oder mehrerer von denjenigen: F,x, F,x, 
F,&, 2.0. Fn-ıX%, für 2=c niemals ändert. 

25 

Wenn die erste Grö/se Fx, in der Reihe (24.), für keinen reellen 
Werth von x, von =a bis = b, Null ist: also die Gleichung Fz = 0 
zwischen c=a und c==b keine reellen Wurzeln hat: so haben die bei- 
den Grö/sen- Reihen 

28. (e) = Fa, Ma, Fa, Fa, ... Fu, 

29. a Fb, Fb Fb Fb :. F, 
nothwendig gleich viele Zeichenwechsel: es mag von den Grö/sen 
F,x, F,x, F,x, .... Fn-ıX%, während x von a bis b stetig wächst, keine 
durch Null gehen, oder es mügen, für reelle WFerthe von x zwischen « 
und b, eine oder mehrere von ihnen, nach einander, oder zugleich, 
verschwinden. 

Denn, wenn, erstlich, keine der Größen F,x, F,x, F;x, ... 
vu. Facız, von x=a bis e=b5b, durch Null geht, folglich ihr Zeichen 
nicht ändert (indem auch keine der Größen x grofs sein kann): so be- 
halten offenbar alle Grölsen der Reihe (24.) ihr Zeichen unverändert bei, 
indem auch die erste, 7x, der Voraussetzung nach, nicht durch Null gehen 
und also ebenfalls ihr Zeichen nicht ändern soll, die letzte F,, aber, als 
constante, von x unabhängige Grölßse, niemals das Zeichen wechseln 











— 
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kann. Folglich haben, in diesem Falle, die beiden Reihen (28.) und 
(29.) nothwendig gleich viele Zeichenwechsel. Aber auch wenn, zwei- 
tens, für irgend einen Werth ce von x, von den Grölsen F,x, F,x, 
N, 0... Fn-ıx eine, oder mehrere zugleich durch Null gehen, ändert 
sich, zufolge ($. 24.), die Zahl der Zeichenwechsel der sämmtlichen Grö- 
[sen (24.) nicht; also auch nicht, wenn eine, oder mehrere der genannten 
Grölsen zugleich, etwa für mehrere zwischen @ und 5 liegende reelle 
\Werthe von x, durch Null gehen. Also ändert sich die Zahl der Zeichen- 
wechsel der Reihe (24.), von x=a« bis «<=, unter der Bedingung, dafs die 
erste Grölse £'x innerhalb dieser Grenzen nicht durch Null geht, niemals. 
26. 

IF enn, während x von —x bis + oo stetig wächst, in der Reihe 
(24.), die erste Grö/se Fx für irgend einen reellen Werth c von x ver- 
schwindet, also c eine reelle JFurzel der Gleichung Fxz = ist: so hat 
die Reihe der Gröjsen 

30. (e+*) = Flc+x), Fi(c+r), Fleck), .... Fas 
für jeden beliebigen positiven Werth von x, der zwischen Null und ei- 
ner gewissen endlichen Gröfse 7, liegt, nothwendig Einen Zeichen- 
wechsel weniger, als die Reihe 

1; (—x) = I(c—r), Fı(e—r), Fılc—r, ...: Fa, 

für jeden beliebigen Werth von x, zwischen Null und einer gewissen 
endlichen Gröfse 7,5 und zwar immer: es mögen, au/ser Fx, noch an- 
dere Gröfsen der Reihe, mit welchen es geschehen kann, für =c ver- 
schwinden, oder nicht, 

Denn, zuerst ist zu bemerken, dafs die zweite Größe der Reihe 
(24.) 7,x, die nichts anders ist, als OFx (21.), für = c nicht mit Fx 
zugleich verschwinden kann, weil sonst die Gleichung Fx = 0 gleiche 
Wurzeln haben würde, gegen die Voraussetzung. In dem gegenwärtigen 
Falle ist also, für den Satz ($.6.): 2=0 und e=1, also e ungerade; 
nemlich es ist hier die für z2=c verschwindende Gröfse ©’y=y, und 
folglich ist, für das dortige fe=0"y, hier n=0; und da nnr eine 
Gröfse Fx verschwindet, so ist e=1. Es haben also, vermöge des Satzes 
(8. 6.), F(c—x) und F,(e— x) nothwendig entgegengesetzte, dagegen 
\c-+x) und F,(c+x) gleiche Zeichen. Also haben die beiden ersten 
Glieder der Reihe (30.) nothwendig einen Zeichenwechsel weniger, als die 
beiden ersten Glieder der Reihe (31.). Nun hat aber, nach ($. 25.), 
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der übrige Theil der Reihe (30.), vom 2'” Gliede bis zu Ende, in allen 
Fällen eben so viele Zeichenwechsel, als der gleiche übrige Theil der 
Reihe (31.): es mögen für z= ce noch Glieder der Reihe (24.), aufser dem 
ersten, verschwinden, oder nicht. Also hat, in allen Fällen, die Reihe 
(30.) nothwendig einen Zeichenwechsel weniger, als die Reihe (31.). 


27. 

Die Gleichung Fe=y=0 hat zwischen =a und =b noth- 
wendig eben so viele reelle JFurzeln, als die Zahl der Zeichenwechsel 
der Reihe (b) gegen diejenige der Zeichenwechsel der Reihe (a) Einheiten 
weniger hat. 

Denn für jede reelle Wurzel verliert die Zahl der Zeichenwechsel 
der Reihe (e), zufolge ($. 26.), nothwendig eine Einheit. Es ist folglich 
der Unterschied der Zahlen der Zeichenwechsel der Reihen («@) und (2) 
der Zahl der reellen Wurzeln zwischen @ und 5 nothwendig gleich. 

Dieser Satz ist der Sturmsche. Es schliefsen sich daran wie- 
derum Zusätze und Bemerkungen; zum Beispiele die folgenden. 


28. 

Wenn, für =a und für —=b selbst, eine oder mehrere Grö- 
[sen der Reihe (x) (24.) Null sind: so ist die Zahl der reellen Wurzeln 
der Gleichung Fz=y=0 der Zahl der Zeichenwechsel, welche die 
übrig bleibenden, nicht verschwindenden Glieder der Reihe (b) gegen 
diejenigen der Reihe (a) weniger haben, gleich. 

Denn, wenn erstlich Glieder der Reihe (x) (24.), die auf das 
erste folgen, z. B. für -=a« verschwinden: so haben die Werthe der 
Glieder, zwischen welchen jedes einzelne verschwindende Glied liegt, nach 
($. 20.), für den nemlichen Werth @ von x, nothwendig entgegen- 
gesetzte Zeichen. Gesetzt also, es sei #,x eines der für z=« ver- 
schwindenden Glieder, also F,@a=0, so bleibt zwischen den drei Gliedern 
F,_ıe, F,a=0 und F,,.@ Ein Zeichenwechsel übrig. Aber Ein Zei- 
chenwechsel würde anch immer nur vorhanden sein, wenn auch F,« 
nicht verschwände: gleich viel, ob es positiv oder negativ wäre. Eben so 
würde es sich mit jedem andern für «&=« verschwindenden Gliede ver- 
halten. Also ist die Zahl der Zeichenwechsel zwischen den übrig bleiben- 
den, nicht für «= a verschwindenden Gliedern der Reihe (a) genau eben 
so grols, als sie es sein würde, wenn kein Glied für z=« verschwände, 
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Auf gleiche Weise verhält es sich mit der Reihe (2). Also ist die Zahl 
der reellen Wurzeln zwischen @ und 5, nach dem allgemeinen Satze ($. 27.), 
so grofs, als der Unterschied der Zahlen der Zeichenwechsel der in den 
Reihen («) und (b) nicht verschwundenen Glieder, und zwar, in so fern 
sich, nach der Voraussetzung, das erste Glied Fa der Reihe («@) oder das 
erste Glied 7b der Reihe (2) nicht unter der verschwindenden befindet. 

Ist, zweitens, für z=« auch noch das erste Glied Fa der Reihe 
(c), und vielleicht auch, für z= b, das erste Glied Fb der Reihe (2) gleich 
Null: so ist, eben dadurch, dals x von irgend einem nächst kleinern Werthe 
als @ oder 5, von welchem an Fx bis zu Fa oder Fb das Zeichen nicht 
iindert, in @ oder 5 selbst übergeht, Ein Zeichenwechsel verschwunden. 
Also liegen, nach dem allgemeinen Satze ($. 27.), auch in diesem Falle, 
zwischen «@ und 5 (nunmehr « und 5 selbst nicht mit gezählt) noch eben 
so viele reelle Wurzeln, als die übrig gebliebenen, nicht verschwundenen 
Glieder der Reihe (@) Zeichenwechsel weniger haben, als die übrig ge- 
bliebenen Glieder der Reihe (Ö). 

29. 

Wenn man die Reihe derjenigen Glieder allein, die in den 
Gröfsen Fx, F,x, F,&, .... F„ die höchste Potenz von x enthalten, 
durch [x] bezeichnet: so ist die Zahl der reellen WFurzeln, welche eine 
gegebene Gleiehung Fx=y=0 überhaupt nothwendig hat, gleich 
dem Unterschiede der Zahlen der Zeichenwechsel in den beiden Reihen 
[— x] und [+ x]. Die Zahl der negativen JFurzeln der Gleiehung 
ist gleich dem Unterschiede der Zahlen der Zeichenwechsel in den Rei- 
hen [— x] und [0], und die Zahl der positiven Jurzeln gleich dem Un- 
terschiede der Zahlen der Zeichenwechsel in den Reihen [0] und [+ x]. 

Dieses folgt unmittelbar aus dem allgemeinen Satze ($. 27.); denn 
zwischen — und +% liegen sämmtliche reelle Wurzeln, zwischen 
— x und O alle negativen, und zwischen O und +x alle positiven 
Wurzeln der Gleichung. Auf die durch [x] bezeichnete Reihe aber redu- 
eirt sich die Reihe (x) für = +%, weil für unendlich grolse x die übri- 
sen Glieder der Reihe gegen das erste verschwinden. 

Wenn bei den Divisionen, durch welche die Grölsen F,x, Fr, ... 

. F, berechnet werden, ($. 18.), Brüche vorkommen, die die weitere 
Rechnung erschweren würden: so darf man, um dieselben zu vermeiden, 
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jedesmal, ehe man dividirt, den Dividend mit irgend einer positiven, von 
x unabhängigen Zahl, oder Grölse, die die Brüche aufhebt, multipli- 
ciren. Denn: gesetzt die Größen F,.xz und F,xr enthielten Brüche, 
die durch die Multiplication mit der positiven Grölse M weggeschafft wür- 
den, so ist, einmal, ohne den Zutritt von M: 
32. Fax = 9a e — Far; 

und mit den Multiplicator M: 

33. M.F,, x = M.Q,F,„,e—M.F,,x. 
Alle drei Glieder der Gleichung (33.) verschwinden aber einzeln für die 
nemlichen Werthe von x, und haben gegen einander, für jeden beliebi- 
gen Werth von x, eben die Zeichen, wie die drei Glieder der Gleichung 
(32.); worauf es allein ankommt. 

Eben so darf man, wenn alle Glieder des Divisiors einen von x 
unabhängigen, gemeinschaftlichen, positiven Factor haben, denselben weg- 
lassen. Denn, wenn man, vor der Division, den Divisor mit M 
theilt, ist es eben so viel, als wenn man den Dividend mit M multi- 
plieirt, welches, wie sich vorher zeigte, geschehen darf. 

Der Multiplicator oder Divisor M muls aber nothwendig positiv 
sein, weil es sonst geschehen könnte, dafs die Zeiehen der drei Glieder 
der Gleichung (33.) nicht die nemlichen wären, wie die der drei Glieder 
der Gleichung (32.). In dem Falle also, wenn die CGoöificienten der gege- 
benen Gleichung nicht in Zahlen, sondern in Buchstaben ausgedrückt 
sind, so, dals ihre Zeichen, und die aller davon abhängenden Gröfsen, 
unbestimmt bleiben: so mufls man zu dem Multiplicator M das Quadrat 
derjenigen Grölse nehmen, die die Brüche aufheben würde: der Sicher- 
heit wegen, dafs der Multiplicator positiv sei; und wenn ein Factor 


aus dem Divisor soll weggelassen werden dürfen, mufs er nothwendig ein 
Quadrat sein. 


31. 


Für den zweiten, dritten und vierten Grad sind die Grölsen 
Ex, Iıx, F,x, ...., mit, allgemein, durch Buchstaben ausgedrückten Co&@f- 
fieienten, und die Sätze, die sich daraus ergeben, folgende: wenn mau 
nemlich, was immer geschehen darf, um die Rechzung und die Ausdrücke 
abzukürzen, annimmt, dals die Gleichunsen vom 3°” und 4 Grade kein 
zweites Glied haben. 


Crelie’s Journal d. M. Bd. XIII. Hit. 2. 19 
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I. Gleichungen vom zweiten Grade. 


Fe = "+acs+tß =0, 
34. F,x = 2rxHtou, 
F,x = «—4ß. 
Es ıst also 
F 5: Du, YV,%, 
-x]=+ — R—Aß, 
35. Via — a—4ß, 
Hal=+ + 00-4B, 


Die Reihe [— x] hat zwei und die Reihe [+-x] keine Zeichenwechsel, 
wenn &—4ß>>0 ist; also hat die erste Reihe 2 Zeichenwechsel mehr, 
als die zweite. Dagegen haben beide Reihen Einen, und folglich sleich 
viele Zeichenwechsel, wenn #”—4Pß<<0 ist. Also hat die Gleichung Fx 
—=U im ersten Falle 2 reelle, im andern Falle 2 imaginaire Wurzeln, wie 
bekannt ist. Hat die Gleichung reelle Wurzeln, so, dafs also #"—4ß 
positiv ist, und es ist & positiv, so hat die Reihe (0) keinen, und folglich 
2 Zeichenwechsel weniger, als [—x]; folglich sind in diesem Falle die 
beiden reellen Wurzeln negativ. Ist « negativ, so folgt, auf ähnliche 
Weise, dals die beiden Wurzeln positiv sind. 


II. Gleichungen vom dritten Grade. 


Fe= +aucst+ß =0, 
Fe = 3x’tou, 
9 ne = —(2ar+3ß), 
F,e = — (4 +77P". 
Es ist also 
Fx, Fi. Kain IX, 
I-8l= -— + +0 de +2B, 
37. *“0O) = +} +. —P —- A +HUP) 
Es + + —u  — (du +I7P?). 


Ist nun & positiv, so ist auch 44° -+27ß? positiv, weil P? im- 
mer positiv ist. Also hat in diesem Falle [—®] 2 Zeichenwechsel, 
|+»] dagegen nur Einen. Also hat die Gleichung dann immer 1 reelle 
Wurzel, und zwar ist diese Wurzel immer negativ, es sei 3 positiv oder 
negativ; denn in beiden Fällen hat (0) nur Einen, also 1 Zeichenwechsel 


weniger, als [—x]. 
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Ist & negativ und 7P>4u), also 4u’+27ß° positiv, so sind 
die Zeichen der Reihen (37.) folgende: 
Fxı, Fx, Fx, Fıs, 


-ol=- + - — 
38. | 0) = + — —} wenn positiv ist, 
[+x]= + + — 


und 


+ —; wenn ß negativ ist. 
en 


+ 
_- + 


[— x] 
39. | (0) 
+Hj=+ + 


Also hat die Gleichung nunmehr 1 reelle negative Wurzel, wenn  posi- 
tiv, und 1 reelle positive Wurzel, wenn ß negativ ist. 
Ist & negativ und 27’ <Au’, also 4” -+-27P°” negativ: so 
sind die Zeichen der Reihen (37.) folgende: 
Fa, Wır,: Fiss: Fam, 





Vene Erste: En A 
0. VW) =+ — = +) wenn ß positiv ist, 
| (et + 4 
+. 
41. | = — — + +) wenn ß negativ ist. 
4Hxl=+ + + + 


Also hat die Gleichung 1 negative und 2 positive reelle Wurzeln 
no » ’ 
wenn f positiv, und 2 negative und 1 positive reelle Wurzel, wenn ß 


vegativ ist. 


Gleichungen vom vierten Grade. 


Fx= «tan +ßxcH+y, 
Ir. — 42’ +2uaxc+ß, 
42 KB, = — (lu +3ßrc+4y), 
je: = - DR +20(@—Ay)le—P(a+12y) = P, 
F,x = 16y(# —4y? —- PITR+Ial —36Y)] = OO. 
Es ist also 
I'x, l;x, l;,x, I;,x, F,x, 
[-d)J=+  —. —a +P +0, 
43. 0) =+y +7 -Y —Pla+1y +9, 
IHxl=+ + —a —P +0. 


19 * 
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Man kaun hieraus für den vierten Grad wieder Folgerungen ziehen, 
die die Zahl der vorhandenen positiven und negativen Wurzeln aus den 
Zeichen und der relativen Grölse der Co@fficienten der Gleichung ergeben. 
Ihre Aufzühlung mag, um den Raum zu sparen, wegbleiben. 


32. 

So lälst sich die Untersuchung der Zahl der reellen Wurzeln von 
Gleichungen, deren Coeffieienten nicht in Zahlen, sondern, ohne Bestim- 
mung ihres Zeichens und ihrer Gröfse, allgemein, in Buchstaben aus- 
gedrückt sind, wie man sieht, beliebig auf höhere Grade fortsetzen. Nur 


werden die Resultate immer verwickelter und, wegen der grofsen Verschie- 


denheit der Fälle, schnell zahlreicher. In geringerem Maafse nimmt zwar 


die Mühe und Schwierigkeit der Rechnung mit dem Grade der Gleichung 
zu, wenn die Co@fficienten in Zahlen ausgedrückt sind; indessen werden 
dann wieder die Coefficienten der Resultate, durch die zur Vermeidung 
der Brüche nothwendigen Multiplicatoren, bald sehr grolßs. 
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T. 


Beiträge zur sphärischen Trigonometrie. 
(Von Herrn C. A. Bretschneider, Auditor beim Justiz- Collegio zu Gotha.) 


( Schlufs des Aufsatzes No. 4. im vorigen Hefte, ) 





$. 6. 


Da die Gaufsischen Gleichungen eine höchst einfache und elegante Be- 
ziehung zwischen den sechs Bestimmungsstücken des sphärischen Dreiecks 
darstellen, so will ich sie als ein neues System von Grundformeln betrach- 
ten, und das auf die Ausdrücke (1.) angewendete Verfahren auch auf sie 
auwenden, um dadurch zu neuen Relationen zu gelangen. Wird zu die- 
sen Gleichungen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens +1 hinzugefügt, 
so ergeben sich folgende, wie es scheint, noch unbekannte Ausdrücke: 





















































sin2(A-+-B+C—180°)sin —4-+B+C+180°) _ sint us abet hund ı onen ic eo) 
sinz 4 cos!a 
cos (A--B-+C — 180°) cos4(— A+B+ C+180°) _ cost{a-+b--c) cos 2(—a-+-b-+c) 
sin 3.4 cos 3a ® 
sin 4 (A+B-+-C—180°) cos s(—4+B-+C+180°) _ sin (a—b--c) sin 3 (a4+b—c) 
cos2A cosia ! 
cos 3(4-+B-+C—180°) sin ı (—At+B+CH+180°) _ cos4(a—b-Hc) cos# s(atb—.) 
14 cos2.d cos £ 
“ sing 3(-2—B+C-+180°)sin$(4+B— CH 150°) _ sin2 (a+b-+-c) cos RE 
sin2.A sinta ’ 
cos 3 (4—B-+C-+180°) cos! (A+ B— C+ 180°) _ cost(a+b-+c) sin 4 (—a-+-b > 
sin} 4 sinza 
sin $ (4—B--C-+180°) cos (4+B— C-+ 180°) _ 5inz 1(a—b+4-.c) cos} (at) 
cos 34 sina 
cos4 (4A—B-+-C-++180°) sin (4 B— C-+180°) 6053 2(a—b-+c) sin} a (atb—c) 
L cos? A sinta 


Diese Gleichungen stellen gewissermalsen die Gaufsischen in weiterer Aus- 
dehnung dar, und lassen sich, eben so wie diese, durch Einführung des 
Modulus in Productenformeln umsetzen; z.B. 
sin z(4+B-+C—180°) sin 4(—4-+-B-+C-+180°) cos3 4 
15. = m.sinzesinä(@a+b-+c)sinz(—a+b+c), 
cos (A-F- B+C—150°) cos$ (—A-+B-+C-+180") cos; 4 
= m.sinz3acosi(a-+b+c)cos4 (—a+b4c), 
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u. s. w. Von den zahlreichen, aus der Division der Gleichungen (14.) 
entstehenden, Ausdrücken mögen zur Ersparung des Raumes nur folgende 
hier Platz finden: 

tang2(A+B+C—180°) tang3 (— A+B+C+180°) = tang! (@a+b+c) tang Par c), 

.J tang 4 (A+B+C—180°) cot 4 (—A+B+C+180°) = taug!(a—b+c)tangz(a+ » 

tang 2 (A—B+C+180°) tang2 (A+ B— C+1SC°) = tangi(a+b+c) cotz ve 
tang} (A—B+C+180°) cot 3(4+B—C+180°) = tang3 (a—b+c) cotZ(a+b—.). 
Sie entsprechen den einfachern Ausdrücken tang} (B-+C) cot3 (B—C) = 
tang3 (b-+ c) cot3(d—c) u. 8. w., und ihre geeignete Verbindung giebt: 








/ cot#( AJ-B-+L—180°) 
tang3 (a+b+c) 
__ eot3(— d+B+C+180°) cotz (A— an au Bienen : (A+B— C-+180°) 
17 A taug 3 (—a-t+b-+c) tang$ (a—b-+e) tang (a-+L—c) ? 
I. \ 


tang 4 (— A+-B+C-+180° ) 
tang 2(—a-+-b--c) 
tang („+ B+C—180°)tang # (4—B+C+180°) tang 2 (A4+-B— C-H150°) 
tangz (ab) tang (a—b+c) tang ee, ‚ 


$. yn 
Die merkwürdigsten und elegantesten Formeln aber der gesammten 











sphärischen Trigonometrie erhält man aus der Multiplication der Gleichun- 
gen (14.) und sie mögen daher hier um desto eher einen Platz finden, 
je weniger sie bis jetzt bekannt zu sein scheinen. Sie sind folgende: 


f 





h 2 (—a+l _— ee 
sin? 244 B+C—180°) = sint(a+b+c)sin # en te) sioz(a+b e 
sin4(a+b+c) sin Kommird u u cost este) cos slatb—e) 


cos3asin;b sinäc 


cos4 (a+b+c)cos# re c084 (a—b+c) cos 2(a+b—.c) 





sin?2{— 4+B+C+180°) = 





18, | cos? 3(.2+ B+C—180°) = 





costacosibcosj}c ’ 
cos+(a+b+c)cos4(—a+b+ec) sin 4(a—b+c) sin 4{atb—c) 
2 A 4 an) — 4 / - n a\ 
re FRTUTEN ) costasin!bsintc l 





tan sch A+B+C—180°) = tang!(@a+b+c)tangZ(-a+b+c)tangz(a-b+c)tang(a+b-c), 
a?2(-4+B+C+180°) = tang! (a+b+c)tang $(-a+b+e) cot 3 (a-b+c) cot 3 (a+b-c); 


sin?+(a+b+c) = 
” (A+b+C- 150°) sin (-4+B+C+ 180°) sin& (4-B+C+180°) sinz (4+ b-C-180°) 
19.4 sin 34 sinäB sin 3#C ! 
ö sin®2(—a+b+c) = 
fin: 4A+B+( 150°) sin z (- 4+B+C+180°) cos 3(A- B+C+180° ,cos2 (4+B-C+180°) 























— ne —— 


sin2dcostB cos IC . 
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eos?Z(a+b+c) = 
cos z (4+B+C-180°) cos 3(-4A+B+C+180°) cos 3( 4-B+C+180°) cos 2(4+B-C+180°) 
sin 34 sinZB sin&C 
cos?!(—a+b+c) = 
19. cos 3 (4+B+ C-180°) cos $(-4+B+C+180°) sin 3 (4-B+C+180°) sin 2(4+B-C+180°) 
s sin 24 c0stB cos !C : 
tang?i(a+b+c) = 
tang 3(4+B+C-180°)tang a(-4+B+C+180°) tangz(4-B+C+180°) tang 2 4+B-C+180°), 
tang?2(—a+b+c) = 
tang 3(4+B+C-180°) tang 3 (--1+B+C+180°) cot 3(4-B+C+180°) cot 4(A+B-C+180"). 
Für den Modulus endlich finden sich folgende nicht weniger merkwür- 


dige Werthe: 
( sinZ( A+B+C-1 Te eh ana cosz (-4#-B+C+180°) cos! ( 4+B-C+ 180° 
.. cosz(a+b+c) sing (-a+b+ec) sin (a-b+c) sin 4 (a-++b-e) 
008444 B+C-180°) sinz(-A+B+C+180°) sin2 (A-BECHISON sinz(. 1+B-C+180°) 
r sin$(a+b+c) cos # (-a+b+c) cı c0s3 (a-b+c) cos (a+b-ec) 
3 sinz(A+B+C-180) sin $(-AHB+CHSON sin $(4-B+CH1809) cos3 (A+B-C4H180N) 
sin Z(a+5+c) sin (-a+b+c) sin 4 (a-b+c) cos! (a+b-c -c) 
083044 B+C-180°) cos 3 (-A4+ B+CH180°) c0s3 (4- B+CHRO') cin 2(4+B-C+180°) 
cos3(a+b+c) cos3 (-a}+b+c) cosz (a-b+c) sin 4(a+b-c) ' 
.' 8 
Werden je zwei der Gaulsischen Gleichungen zusammen multipli- 


cirt, so ergeben sich, nach einigen Reductionen, die Formeln: 












































Pas 


























sin (BC) __ cosc-+cosb sin(b+c) _ cosC-+cosB 

91 \ sind — 4-+c00sa u sina 1-—cos4 ’ 
h \sin(B—C)__ cosc—cosb sin(b—c) _cosG—cosB 
| sin A—cosa ’ ee 1-+cos 4 ” 


oder, mit Zuziehung von (4.), 
sin(B+C) Bi u a en 


colza 














99 he cosc-+-cosb sin (d+c) 
i sin (B+C) n cos C—cos B 
— tang == . aneI 
cosb—cosce at sın (b-+-c) tans-4, 


Die Gleichungen (21.), welche die Functionen der ganzen Winkel und 
Seiten enthalten, sind in ihrer Art nicht weniger einfach und elegant, als 
die Gaufsischen. Werden sie daher als ein drittes System von Grund- 
formeln betrachtet, und auf ähnliche Weise, wie die beiden ersten Sy- 
steme, behandelt, so findet sich, wenn man +1 zu ihnen hinzufügt und 


aus (8.) die nörhigen Substitutionen macht: 








q er 


23. 


24. 
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N sin 2044 B+C-180°) = YV [sin 3 (atb+c)sin$ (-a+b+o)sin (a-b+c) sintlard-e)] 


2coszacoszbcosic 


sini(- 4+B+C+180°) = _ V Isinz(a+b+o)sin 3 (-atb+c)sinz (a-b+c)sinz  (atb-e)] 


2coszasinzbsin!c 


HAB CA ea eebit geht 











4coszacosäbcosic ’ 
33 2 
w„“Jr) 


v- 00 AB CH) ee as 


FRE : m; 9 
4cosZasin!bsin!e 


oı__  msinasinbsine _ 
tang3(4+B + C-180°) = 1-+-cosa-+-cosb-Lcosc” 


| _tangt(-44 B+ C+180°) = m sin asinbsinc : 
\ 


1+cosa—cosb—cosc’ 














/ sin(a+b+c) = 
V [sin!(4A+B+C-180°)sin&(- 4+B+C+180°)sin!(4-B+C+180°)sin!( 4+B-C+180°)] 
2sin3 Asin#=Bsin!C e 
sinz(-a+b+c) = 
V [sint(A+B+C-180°)sin!(- 4+B+C+180°) sin!(A-B+C+180°) sint(A+B-C+ 180° DB 
2sin34cos3Bcos# 
os A+cosB+ cosC-1 - cos A+cosb+cosC+1 
cos (at +) =, an TO: ih ai dans an IT T g 
M sın Zsin Bsin GC 


& 
Msin #sin Bsin C 
MEIN. ang I(- = 
Io: ME cos 4+cosB+cosC-1’ eier) -cosd4+cosB +cosC+1’ 


wobei der Kürze halber M = — gesetzt worden ist. Die unter dem Wur- 


zelzeichen enthaltenen Ausdrücke können mit Hülfe der Gleichung (5.) 
beliebig verwandelt werden. Für den Modulus findet man die Werthe: 


( 5 __-%cos!(4+B+0C-180°) cos 3(-4+B+C+180°) sin 3 (4-B+C+180°)sin x (4+B-C+180°) 
Bee (1+cosa+cosb+ cosc)(1+ cosa — cosb — cosc) 
_ 4 sinz (4+B+C-180°) sin 3 (-4+B+C+180°) cos3 (4-B+C+180°) cos$(4+B-C+180°) 
(1— cosa+ cosb — cusc) (1— cosa— cosb-F-cos c) 
(cos 4+cosB+cosC —1) (— cos 4+ cosB+ cosC+1) 
— Fcos 2 (a+b+c)cos$ (—a+b+c)sing (a—b+c)sinz(a+b—c) 
(cos A— cosB+ cos C+1) (cos 4+cos B— cosC+1) 












































L — Asin 2 (a+b+c)sin 3(—a+b+c)cos$ (a—b+c)cos $3(a+b—c) 
$. 9 
Mit Hülfe dieser Entwicklungen lälst sich eine grofse Zahl neuer 
Formeln angeben, welche alle sechs Stücke des sphärischen Dreiecks auf 
die verschiedenste Weise combinirt enthalten. Mangel an Raum verbietet die 
Anführung vieler; daher mögen bier nur einige der merkwürdigeren Platz fin- 
den, deren Ableitung sich leicht übersehen lälst. Aus (23.) und (24.) folgt: 
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4cosz(a+b-++c)sin 3(-a+b-+e)sin 3(a-b+c) sin 5 (a+b- e) 


sin asindbsinc 


cos 4+cosB+cosC—1 = 











- cos d+cosB+cosC+H1 = 4sin $(a+b+c)cos $(-a+b+c)sin$(a-b+c)sin 3 (a+b- 2) 


sinasinbsinc 
26 cosa-+t+cosb+cosctl = 
4cos#(A+B+C-180°) sin # (-44+B+C+180°) sin (4-B+C+1S0°)sin! (A+ BOCH) 
sin Zsin Bsin Ü 
cosa—cosb —cosc+t1l = 
| -4sin! (4+B+C-180°) cos} (- A+B-+C-+180°) sing (A-B+C+180°) sin$ (4-F B-C+180°) , 
\ sin. Zsin Bsin C ’ 











sin (+ A+B-++C— 180°) — w‚Ieseea tee Euee, 


cotzacot!ibcoet# 


‘ 1-+- cosa — cosb — cosc 
— sin (— 4-4 B--0-+ 150°) = m. 1 n “ er 
} cotZatang!btangic 
237 2 -B os& 


dulha te) m coe A+ cos BI-cos C—1 


mtang $ flang}btang; Ü’ 
sin(—a-+db-+.c) = 





,) 





— cos A-- cos B+cos c+L 


miangzALcotz BeutzC 








Im" = __ (eos 4+cosB+cosC-1)(-eos4+cosB+cosC+1) (cos 4-cosB+c0osC+ 1) (cos 4+cosB-cosC+1) 
28. < sin (a+b-+c) sin (—a+b+c) sin (a—b+c) sin (a-+b—c) 
t - sin (4+B+ C-180°) sin (- Z+B+C+180°) sin (4-B+C+180°) sin (44+B-C+180°) )°) 


TE a se cos a+cosb-cos c)(L-cosa- Leo)’ 





f cos #4-+-B-+tcos C—1 | 2 an 
cusa -- cos b —- cos c+ 1 = miang 3 (A+B--C—180°) col : (a+b-+c), 
— 005 A--cos B-+cosC-1 
| cosa— cosb—cosc-#1 
| 

4m 
sin ZsinBsinO — cotz(—a-+b+c) + cot 3(a—b4-c) + cot Z(a+b—e) — ol 3(ab+c), 

4 i 

= = A ep a TA ) Y g 2 
msin « sind sin © cot 3 (-2+B-+C—180°) — cot ( A+B+C+1 0°) 
29.4 — cot 2 (4—B4-C+180%) — cot 2 4+B—C-H180°), 
1--c0s4 cosB+c0sA4 c0sC4-cosB cosC 
Msio4 sind sinC = cota+-cotb 4-cote — cotz (a-I+o), 


1--cos a cos b + cosa cos c+cosb cosc 
- BRFIIEE. : — cot!(A4-B+4C—180°) —— cot-A— cotB-— co 
m sina sind sınc 2(44+-B--C—180°) — co cotB — cotG, 
tang $Atane ZB Htang3 Atang$C+tangZB tang2C—1 __ 2sinfasinybsin!c 
2 sin t(a+b-+c) 
sin 1 A4-B+C—180°) __ ) 


2cos+AdcostBecos3Ü  cotZacotZb+cotta cotzc-F+.cot 3b cot2c—1' 








= — mtang!(— 4+B-+-C-+180°) cot + (—a+b-+c), 
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Beitrage zur sphärischen Trigonometrie. 
Endlich wird noch für 2 gefunden: 


„a 1=c0s$(4+ B+C-180° )eos3!—A+B+C+180°) cos3(4-B+C+180°) cos$( 44 B-C+180°) 














30 1— cos } ı(a+b+c) cos2(—a+b+c) cos 3(a—b-+c) cos} u e 
Zu Im = cot3(4+ B+C-180°) —eotz(-4+ B+C+180°%)—cot}(A-B+C+180°)—cot}(. 1+B-C+180%) 
Er — cot !(a+b++c)+-cot! (—ar+ b+c)+cot! (a—b+c)+ en I (a+b—e) 
S, 10. 


“ 


Aufser den bisher gefundenen Gleichungen, welche sänmtlich aus 
(1.) abgeleitet waren, können noch andere angegeben werden, welche 
durch passende Verwandlungen der ürundformel («.) entstehen, aber den 
bisher gefundenen an Geschmeidigkeit und Kleganz weit machstehen. Mul- 
tiplicirt man die mittelst des Polardreiecks aus («.) abgeleitete Formel 
cos A == cos a sinD sin Ö— cos BD cosC mit cosa, und substituirt dann linker 
Hand statt cosa seinen Werth aus («.), so erhält man den bekännten 
Cagnolischen Ausdruck: 

31. sind sinc-+ cosb cosc cos4 = sin D sin C— cosDB cosC cos. 

Hieraus und durch Division der Gleichungen (1.) findet man noch: 


er ü 1-- cos_.fcosBecos C 1 + 005.4 cotb cotc 
29 2 | 


1 — cosa cosb cus c 1— cosa cotBcotC* 








Mit Hülfe dieser Ausdrücke, oder auch, wenn man in deu beiden letzten 
Formeln in (7.) cosdb = cosa cosc— siua since cosD setzt, 


erhält man 
ferner die Gleichungen 


33 \cosBcosc = cota sine — cot4sinD, 
" — teosC cosd —= cota sind — cot 4 sin, 


welche sich auch in folgende Form bringen lassen: 


sina cosB = cosb since — sin b cosc cosd, 
sina« cosÜ 


I 


sin b cosc — cosb sinc c0s4, 


34. | 
sin 4 cos b cos BD sinC + sin D cosC cos, 


' sin. 4 cos c sin DB cos © + cos Db sin Ü cos a. 


I 


Hieraus lassen sich eine ganze Reihe Ausdrücke ableiten, welche eine Seite 
und den ihr gegenüberliegenden Winkel durch die beiden andern Seiten 
und ihre entgegenstehenden Winkel geben. Das Verfahren bierbei ist leicht 
zu übersehen, daher nur die Resultate hier Platz finden mögen, 






































winkel Q und 9, so, dals 


> cosQ = — cos# A4cosB-+-sin 3.4sin Bcosc 
“ le . . 

cosg = +costa cosb +sinza sind cosC 
ist. 


sinp=msinbsine, cos®’p=1— m’sin’bsin’c, und man findet nun leicht 


folgende Formeln: 


Nennt man dann das sphärische Perpendikel, aus / auf e, p: 
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(. „__eosBsin C cosb-+- sin BD cos C cosc 2... $inbeose cos C+ cosb sin c cos B 
ed 1— m? sin®b sın? c en ug 41— m? sin? b sin?c 
= sin (B--C) sin (B—C) 2 sin(b-+-c) sin (b—c) 
—"sinBcosC cosce— cos Bsin Ü cosb — sind cosc cos U — cosb sinc cosB 
cos?C — cos?Db ii cos? c—cos?b 
35 — H(sinBeosC cos c— cosB sinC cos b)’ 7 2% (sin b cosc cosC— cosb sinccosB) ’ 
2 ‚ _—cosBcosC-Hecosb coscsinBsinC cosb cosc — sinb sinc cosP cos C 
A nn — cosa = ——___ 
1— m? sin* b sin? c 1— m* sin? b sin®c 
> cosb sin? C— cosc sin? B y8 cos Csin?2b—cosBsin 
E“ 2(sinB cos cose — cos BsinCcosb) sin b cosc cos C — cosb sinc cos B, 
__ 08 Ctangc — cos Bang b _. eosbtang BD —cosctangC 
eos C tangb — cos B tange’ cosc tang B— cosb tang C j 
hung 4 _ tang an han Ccesb ati 1 tangbcosO--tangecosB- 
6 tang Btang Ccosbcosc—1 1— tangbtangccos BcosC 
u PiR cos2?C — cos? b 23 cos?ce — cos?) 
| — cosbsin? C—coscsin2B’ — cosCsin?b — cos Bsin 2e” 
Um zu Ausdrücken für 3# und 3«e zu gelangen, nehme man zwei Hülls- 


cos 3 .LcosC—sin 2 Asin Ücosh 


coszacosc—+sin !a since cos B 


so ist 


























P, 


38.2 


| ini dm cosC +cosb FE sin (b—c) u sin D cos c—sın (Ücosb 
RAT TTDY(cos®p — cos? ()) > cos O Icos O 
a cos c— cos u sin(B+C) __ sinbcosC +sinccosB 
MEET DV (cos: p—cos?tyg) 2mwsg 2cosg, 
cosC— cos b msin(b+c) sin Beosc + sin Ccosb 
co A4= = | 


2 cos () 


cosc+cosb 





DV (cos’g— cos? 0) 2V (cos’p — cos? Oo’ 


M sin(B—C) 


sinbcosÜ —sinccos FE 











cosza = = n = — — ——n 

R 2cosg 2Y (cos’p —cos’y) 2V (cos’ p— cos’ g) 
, cosC+cosB cosC+cosP sinDcose — sinCcosb m sin (b —c) 
tang iA =” = => — ui ä 





—” sinB cosc+ sinCcosb 





m sin (b+c) 








cosc+cousb 


Es ıst aber auch 


sinbcosC+ sin ccosB 





Msin(B+C) _ 


cosc+cosb 








, 


cos U—cos B cooC— cu 


c0os3c—-cosb cosc — cosb 


sinb cosC”—sinccosB 4 Mesin/ B--6) 








20° 
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. B . . — 
i sa) —= co Ste 4 sin B sin C cos?’ —°, 
.e 9 „b—ec „B 
sing = sin’ “7 + sin 5 sinc sin? vn 
2 ee 6 
eos’() = sin’ Es sin D sin C sin? 2 R 
39. 3 u: BLC 
cos°y = cos! —— + sin b since cos’ —.— 5 
7 2 B el, ® 6) 
cos’ — cos’) = cos’ SR + sin’B sin C cos? ß T, 
n n ® ? > — 
| cosp—cog = sin?’ —— + = + sind sinc sin? 2 X; 


und es sind mithin 34 und 3@ durch 5, C, 5b, ce gefunden. Zwischen Q) 
und g finden endlich noch die Relationen: 


























(B—C) __ e0sQ cos#(B+C) _ ee 0 
40 Er Dre Wr cosq ? sin3(b—c) Ti en. Bed 
B i cos!(B—C) _ Y (cos? p — cos? O) sin (D-+C) 2 cos () 
cos!(b—c) cos g u sin3(d+c)” YV (cos®p— cos?g) 


statt, welche den Gaufsischen Gleichungen ähnlich sind. Durch Eiufüh- 
rung des Modulus erhält man aus ihnen 

cost(B+C) cosQ __sin3 (B—C) (% p— cos? “ 

m . 1 s r 2 2 

4 } sin 2(b—c)' cosg cos3(b+c)'F \cos®p—cos?g 
er sin 3 (B-+O) V (cos?p — cos?Q) _ cos2{B—C) cos O 

sin Z(b+ ec)" cosg e0s}(b—c)' V (cos®p— cos? g)? 
und durch Substitution dieser Werthe in (38.) ergiebt sich: 





























pr Ede cost (BE) cos? : ic sin 2{B-H-C) sin Ebm) 

2) cos q og O 

cos ıdA—= — si n 3(B- sin 3(B--C)cos; I u cosla= ne Emb eo Elbe) 
\ . cos q co8 9) 


Diese Gleichungen, denen noch vier andere entsprechen, welche den Mo- 
dulus, und im Nenner statt der Cosinus von Q und g die Wurzelgrölsen 
enthalten, bilden gewissermafsen eine Erweiterung der Neperschen Ana- 
logieen, welche durch Division aus (42.) gefunden werden. 


5. --üe 
Andere nicht minder bemerkenswerthe Ausdrücke der Größen 4 
und @ durch B, €, b, ce findet man durch Einführung der Hülfswinkel: 


jcos 2a cos?2B cos 2C— sin2B sin?2C cosa, 


Icos2a = cos?b cos?e + sin2b sin?2c cos.A. 
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Quadrirt man nemlich die Gleichungen (1.), so findet man: 
sin { = sind cos p, sind = sint C0Sp, 
44. 2 _+sin?A cos2 4 — cos?2.A 
mn = — = 
‘sin? a cos2a— cos2a? 
und, mit Hülfe dieser Werthe, aus (35.): 
cos B sin Ccosb-+- sin BcosC cosc 











sin = i 
cos p 
45. . . 
r cosb sine cosB--sin b cos c cos C 
sına = . 
cosp 


Hat man so Y und a aus den Grölsen BD, C, db, c gefunden, so geben die 
Gleichungen (43.) folgende Resultate: 














sin 2A sin (a-+-b—.c) sin (a—Db-+c) ig sin (A--B+C) sin (—A-+-B-+-C } 
u Base sin 2b sin25 ’ EN sin?Bsin2C 
46. od sin (a-+-b-+-c) sin (—a--b-+-c) wre __ sin (A--B--C) sin (A—B-+C ), 
; Be sin2b sin2c 4 sin2Bsin2C 


EEE HN sin (a+b— ec) sin (a—b--c) Sn AL sin (A+-B-+C) sin (—A-+B-+C), 
ih; sin (a-+-b-+-c) sin (—a-+b-+-c)’ scher. sin (A--B—C) sin A—B+C) ’ 
2V [sin (a+b-+Hc) sin (a+b—c) sin (a—b+-c) sin (—a-+-b-+-c)] 
ag sin2b siu2c 
M sn2Asin?2Bsin?2C 
en 4Y [sin (A+2B+C) sin (A-+B—C) sin (A— BC) sin (—A-+-B+C)’ 
2Y [sin (A4+B+C) sin (X+B—C) sin (X —B+C) sin (—A+B+C) J 
zul sin2Dsin2C 


m.sin?2asin?bsin?c 


ap 4Y [sin (a+b-+c) sin (a+b—:c) sin (a—b-Hc) sin (—a+b-+c)]? 
und hieraus endlich erhält man: ' 
48 cosBeosC __ ye{ (A+B+C)sin (A+B— C)sin (A—B+C) sin (— ren 
f sin (a+b--c) sin (a+b—.c) sin (a—b-+c) sin (—a+b-+c) h 
Die Gleichungen (35.) geben auch noch folgende Formeln: 
tangBcosc—tangCcosb __tangb cosC —tange cosB _ cos? C—cos2B __ cos2c— c0325 
49 tangBcoscttangCeos5b tangbeosC-+tangecosB A—cos24A A-—cos?a 
" JeosBcosb sinC __ cosBcosb sine __1—cos24-+cos?B—c0s2C __ 1—cos2atcns pP —cos?o. 
cosCeose sinB” cosCcose sind  1—c0os24—cos?B-+cos2C ” 1—cos2a—cos2b+cos2c’ 


Werden nach (43.) die analogen Ausdrücke für ®, 6, b, « gebildet, so 


erhält man: 
sQ M? sin’ 4 sin’ sin? C = sin’ d— sin’ A = sm’B— sin’ Bd = sin’ C— sin’, 
* tm?sin’a sind sm’c = sin’«a —sin’a = sin’d —sin’b = sin’e — sin?c. 

















’ 








47. 














m.» — 
cosbcosc 











und hieraus können neue Relationen zwischen A, ®, €, und a, b, < ab- 
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seleitet werden, deren weitere Verfolgung jedoch die Grenzen dieses Auf- 
satzes überschreiten würde. : 


$. 12, 
Wird in den Gleichungen (8.) statt sind und sin«, der entspre- 
chende Werth aus (35.) substituirf, so ergiebt sich, mit Hülfe von (38.) 
und (42.) 


(A4+ B+C—180°) = 2sinz bsinzesin (B+C) V (cos® p— cus? y) 


sinbcosccos U — cosb sinccosB 
sin 3 b sin Zcsin (B+C) 
cosq 











“r lan 2costbcos 3csin(B+C 
sin!(— Z+-B-+-C+180°) = +0) V (cos?p— cos? 


e sın bcosc cos ee bsın ccos B 
| cos 3bcos csin (B+C) 


cosg 





u 





wi. - cos Gsin Z3bcos3c— cosBcostb sin &« 
cös 3 41-4 B+1 — 150°) — 2c08g - e , 





1 cos Gsinb cos c— cos Bcosbsin « 
Ji, 


cos CsinZbcos$3c—cosBeos }bcos!c 


J 
—— - 





Voss: p— cos? dq) 
cosGcosz3bsin$c—cosBsin&b cos I, 
— d-- B-+-C-H-150°) = 2cosg 


cos Tin — cos Bcos bsinc 








cosC coszbsin$c— cos Bsintbcose 





u ir —. 
V (cos p— cus*”gq) 








TE EEE EEE DL. BERSELLENEMBEE MEEE WEELETTETTT TE 
} 
4 








LBLı 180°) sintbsin*csin (B+6) a ) 

tang; (AD UL —1U)) = —, i 
| cosCeintbcas! 2c—cosBcos!bsin;c cos?g 

| 14 B-LC+180° costbeoszesin (B+C) EN 
cosGeoszbsingc— cosBsintbsin®c cws?q 


‘4 cos + Bcos t Üsin (b-+-c) ER 
1lı am-b-rc) — - e . De -2cus() 
coscsin Dcos C — cosbcos Bsin ( 
cos} Bcos 3 Csin (b+.c) 


Vi cos? P- cos? ()) 


ne ln 
TEE TE VI sin? Bsin 3Csin(b+c) EEE 


cose sinDcos C — cosbcosB sin G 
sin Bsin ! Csin (bc) 
Y (cos? Ze cos”? ()) 











ut) 





? 


cosbsin$ Bcos#C—cosccos#Bsın #6 
stlahb-+Fe = = Ä u aA co8’p —cus"()) 


coscsin DBcosC — cos bcos Bsin vo 





co sbsinz Beos3C —cosccos!iDsin?! 3C 





Fo 
. = f 
) 


cos (} 
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coscsin !Bcos! 


f G—cosbcos!Bsin!C 
ı 2 Ss, L $ S;DSINDzZUL, ‚ 2 
cost —atb-.) = > »)Y (cos?’p — cos? O0 
” rs ) coscsinBcosGC—cosbcosBsinC ” \ I ) 


cos csinz Bcos$ C— cosbcos!Bsin! 2 

















5. cos () 
2. - 2 BeosiCsin(! FRE BR 
y n s cosz Beos2 Csin (b+-c) cos?p — cos? () 
tangz (a+ +) .. bsi ıB ‚If En ın ’ 7 ’ 
cosb sin c0S3 U — cosc cos ıBsin: LC cos? () 











sin 2 Bsin 3 Csin (b-H-c) ver — cos? 2 


tang + (—a+b--c ; 
k 83(-at+bre) ee FB ae 2 Bsin + C cos? () 
Für die Tangenten hat man auch 


tang 3 (4-4 B-L C—180°) 


I 








cos GC cot3 c— cos Bcot ;V cos?gq 


cos“ an g 





—tangz (— d4- B-+-C-+-180°) sin (B-+-C) 


53 1 cosUiang! c— cosBttaug}b 


tangi(a-+b4+c) = ze En 


cosbtangbz3 — cosctang!C 





sin (B--(C) = Fe q 


cos * 








cos? 











cos? E— os” 0, 


| ang; (—at+b-+c) = un IR eo P—10°0 
k cosccot3 C — cosbcoi+DB cos? () 

Durch Division je zweier dieser Ausdrücke erhält man 

/ sin 3 (4+B-+C— 180°) ‚ a 

| .sins(-AFBrcHisosy — tangzbtangzc, 

cos# (4+B+C6—180°) __ cosGtangz;b—cosBttangzc 

c083 cos .(—A+HB+C- +180°%) 7 cosC tang5c—cosBtangzb’ 

tane 3 (A+-P-+C0—180°) cos Ctang$c—cosBtangz$b 

. — tang 3 —A+B+CH180°) 7 c0sC cot 30 —cosB col}b ? 
Bil, 2. 2. = cot3Bcot2C, 

sın3 (—a-tb-+c) 

cosz (a+b+c) __ cosbtang 3 B—cosctaneiC 

cos 3 (—a--b-+c) ” cosctang TB —cosbtangi B’ 

tang 3 (a+b-+-c) _ 2050 cotz 3C — cosb cotzB 

\tangz (—a+b+c) er ung meer Ta 

Einen eigenthümlichen Ausdruck zur Bestimmung von 4 und «@ durch B, C, , « 


findet man durch Addition und Subtraction der Gleichungen, (33.); nemlich: 
/cos C cosb-+cosB cosc 
sinb—+-sinc 


Fr GC cosb —cosB cosc 









































== (mM tang T® — (m--1)tang ie 


’ 


55. ’ 
(m-H-1) cot -T = (m—1) cot “—e 


$. 13. 











sinb —sinc 


Man bezeichne endlich durch # und r die sphärischen Radien der 
kleinen, um und in das Dreieck beschriebenen Kreise, so findet man aus 
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den eleganten Ausdrücken, welche Hr. Prof. Clausen im sechsten Bande 
dieses Journals für die Functionen von A und r gegeben hat, folgende 
Formeln, welche zugleich an einem auffallenden Beispiele zeigen, welche 
grolse Abkürzungen der Gebrauch des Modulus herbeiführt : 
sin A sin B sin C aaa regen 
= == Zacoszbcoszc 

cd A = 5, sin: l4FB-IC—180°) aut hats Achataeh 
sin z(A+B+C—180°) _ sin5(—A+B+ C-+180°) 
ie tangzalangzblangzc tangza 


sin2z(4—B-+-C+180°%) _ sin#(4-4+B-- C+180°) 











I 






































- tang z a; tangsc i 
.__ 2sin5.4/sinzBsin53C __ msinasinb since 
en m — 2sin$(a-+b+ec) 
5% | bu! sin 3 (a+-b—+c) sing (—a+-b-ke) 
ia — cot2AcotiBcot3lC col34 
sin 3 (a—b-+-c) _ ‚sin (a+b—c) 
RR cot3zB re cotz C f 
m —— cot . ae een 3 Tas mu 2. FE 
58, | 2cosza coszb cos}c sina sind sinc 
2sinz.4sin3BsinzC _ sin £ sin D sin a 
en tangr — ins (ALBLC-180°) "En 


Durch Multiplication je zweier dieser Gleichungen, und augemessene Suh- 
stitutionen aus den bisher gefundenen Formeln, gelaust man zu folgenden, 
noch ganz unbekannten Ausdrücken: 


sin$+(+5b+C-180°) _ 2sin Zasiu&bsiotc __ sin 3 (A+B+C-180° 

2cos 34cos2Bcosil sinä(atb+c)  msini(atb+c, ® 
| sin2(-atb+c) 
| sin &(--44B+C+180°) 
sin { (-44+ B-- C+ 180°) 
| zn sin (-a+b+c) 
| 








| tang Rtangr 








angzAtangta 





tang 3btang$C tang #b tangzı 


sinz.ZsinzBsin3C __tangt4dtang$B+tangzAtang 3C+ tang3B tangzt-1 


— 











2 i = — 
m*.cos ja cos#b cos 3c 2 





5 00s3(AH+B) cos} A+C)cos}B+C) _ 2 
—"m*.cosä(a+b)cosi(a+c)cosi(b+c) cotiacot2b+ cotiacotäcz cul #5 cut Zc-1 

wi 7 (er "4 tans!B Fr) I yon ! AtangZB-+tang.Atang3C + taugzZBtängzt -1\ 
er E cot Zacot 3b +cotacotzc+ cot2b eoizc-1 
Eee cos; (4+B+C-180°)+c0os!(-4+B+C+180°)+cos!( 4-B+C+180°)+cosz(A+B- C+180°) 
” ..: un cos3 (a+b+c)+cos!(-a+b+c) + cost (a-b+c) + cos; (a+b-c) 

FR sin 5 (-a+b+c) + sin Z(a-b+c) + sin 4 (a+b-c) — sin }(a+b+c) | 
sing(-Z+B+C+180°)+ sin A-B+C+180°) +sin!(2+B-C+1S0°) —sinz(A+b+U-180° ) 

1 c08s.4+cosB+cosC + cos(4+B+C—180°) 


m 














mn cotza cot 3b cot ic 














| m’ cosa+rcosb+cesc+ cos(a+b-+c) ® 
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cot3 4d-+-cot3B+ cot!C — cot3A cotZB cot!C 

augäa--tangsb-tangic—tangZalangbtangic” 

Die Zal:l dieser Ausdrücke könnte noch sehr vermehrt werden, wenn 
man die goniometrischen Relationen zwischen den Fumctionen dreier Win- 
kel zu Hülfe nehmen wollte. Leider sind die letztern bis jetzt noch so 
wenig untersucht, dals man dieselben eher umgekehrt aus der sphärischen 
Trigonometrie ableiten mülste. Die Resultate, welche man erhält, sind 
grölstentheils sehr elegant, dürften sich jedoch aus den bis jetzt bekann- 
ten Formeln nur schwer beweisen lassen. Als Beispiel mögen folgende 


dienen: 





N= 


sin 3(44+-B-+-C — 180°) 
sin -(— A+ B+C+ 180°) 
_ — sing (a+-b4+-c) + sin 3 (—a+b+c) + sin 3 (a—b-+c) + sin 3 (a+b—c) 
sin :(a+b+e) — sin 3 (—a+b-+c) + sin 4 (a—b+c) + sin 2 (a+b—.c) 
61 | — cos 3 (a+b4+c) — c0s 3 (—a-+b-F+e) + cos 3 (a—b+c) + cos 3 (a-+b—c) 











Tags 3 (a-F-b-Fe)+ cos 3 (—a-+b-Hc) + cos 3 (a—b-++c) + cos 4 (a-Fb—c)” 
sin 3 (4 B+C— 180°) 
cot RR 
__ — sin 3 (abc) + sin 3 (—a-+b+c) + sin 3 (a—b-+c) -F sin !(a+b—c), 
es $(a+b+c)+ cos! (—a+b+Lc) + cusi(a—b+c) + c0s}(a+b—c)? 
sin 2(—A-+B-+C-H180°) 
cot R 
sin 3 (—a-+-b-Fc) + sin 3(a—b+c) + sin$ (a4-b—c) — sin 3 (a4+-b+c) 
— cos3 (—a-+b-Fc) cos $3(a—b-+c) + cos 3 (a+b—c) — cus $ (a+b-+c) 
_ —sinz(—a+b+c) -F sin 3(a—b-+-c) + sin 3 (a-+b—c) + sin } (a+-b+c) 
a 3 (—a-Fb-+c) + cos 5 (a—b-+c) + cos 3 (a4+b—c) + cus}(a+b-+e) 
_ __ e0s3(—a+b—{-c)+ 005 3 (a—b-++c) — cos $ (a+b—c) — vos 3(a+b--c) 
sin d(—atb-Fe) — siu 2 (a—b-tc) + sin 2 (a+b—c) + sin 3 (a+b+c) 
0082 (—a+b+-c) — cos 3 (a—b+c) + cos 3 (a+b—c) — cos 3 (a-+b+-c) 
17 sind (—a+bIr) + sin F (a—b-+c) — sint (a+b5—c)—+ sin$(a+b-+c) 


u. 5& W. Endlich bemerke man noch für den Modulus den Ausdruck: 


__ sin? 21(- A+B+C+180°)+sin? 3(.4-B+C+180°)+sin? 2 4+B-C+180°)-+sin? 2 4+B+ C-150°) 
u; sin? 3(-a+b+c) + sin* 2 (a-b+c) + sin? 3(a+b-c) + sin?$(a+b+c) 






































2 





Das bisher gesagte wird hinreichend darthun, welch eine uner- 
schöpfliche Menge von Relationen das sphärische Dreieck darbietet; zu- 


gleich aber kann man auch daraus entnehmen, wie die zur Rechnung 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XII. Hift. 2. 21 
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dienenden Formeln keinesweges die wichtigsten sind, oder sich etwa vor 
allen andern darbieten. Es kann daher nur den einfachen Gang der Ent- 
wicklung stören, wenn man dieselben zuerst vor allen andern, oder ganz 
allein, suchen will. Überdies werden alle diese Formeln, wenigstens die 
der ersten acht Paragraphen, auf einem so elementaren Wege gefunden, 
dafs ihre Ableitung auch dem Anfänger nicht schwierig fallen kann; und 
es wäre daher wohl zu wünschen, dafs die Lehrbücher der Trigonometrie 
mehr von den gegebenen Resultaten aufnähmen, als es bisher zu ge- 
schehen pflegte, um so mehr, als gerade die sphärische Trigonometrie, bei 
zweckmälsiger Behandlung, geeignet zu sein scheint, dem Anfänger Sicher- 
heit und Gewandheit im analytischen Calcul zu erschaffen. 
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8. 
Einige mathematische Sätze. 


(Von Herrn $. Loewenstern, Cand. philos. zu Dorpat. ) 
(Schlufs des Aufsatzes No, 3. im vorigen Hefte.) 





II. 


Über die Bestimmung des Werthes des Kettenbruchs 
1 nach der Zahl der Glieder *). 
ER 
a —— 
re 
(cs... 


r_ 
$. 1. Es sei x die Anzahl der Glieder des Kettenbruches, und (x) 
die zu bestimmende Function, so findet man, per inductionem: 
1. (x) = ee 


px) 
so, dals, wenn im Allgemeinen s eine ganze positive Zahl, 


(em) (e—m—N) (em) (x—m—s-+1) %) 
1 2 3 ....» S TEREERER 


’ 


(e—m! = 








I c—1 ” ® 
und r=-, oder —- ist, je nachdemx grade oder ungerade ist: 


2. 9a) = + Na + Varta r)r ar; 
ein Ausdruck der nur dann reell, wenn x eine ganze positive Fa ZzWi- 
schen Null und Unendlich, oder Null seibst ist. 

Um sich von der Richtigkeit dieser Formel zu überzeugen, bemerke 

. 1 * 

man, dafs man, wenn man in ER > unter der Voraus- 
setzung, dals (1.) für alle positive ganze Zahlen von z—=1 bis z—r 
wahr sei, für V(x), Abe substituirt, erhält: 


px) 


f 1) gi) 
u er Toren) 








*) Man sehe pag. 87. des Ill" Bandes des gegenwärtigen Journals. 
=®\ So bezeichnet Bartels. 


21 * 
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Allein man findet, nachdem man für @(x) und P(x—1) ihre ent- 
wickelten Werthe gesetzt hat, vermöge der Bemerkung, dals allgemein 
mi + mi = (m+1):, 

wenn s eine ganze, positive Zahl ist: 


3. Pat) = apa) rFa—i). 


Daher Y(x Pe also ist auch dann (1.) für =xc+H1l 


wahr. Nun ist es aber für e=1 walır, also auch für e=2, etc., und 
endlich für x gleich jeder ganzen, positiven Zahl, 


Wenn man von ®(x), als zur Bestimmung des Werthes des Ket- 
tenbruches nöthig, abstrahirt, so kann man dem Ausdrucke derselben eine 
allgemeinere Form geben, so, dafs er für jeden reellen Werth von x 
brauchbar sei, wie auch (3.) statt finde; nemlich: 

4. (a) = a + (1) + cs — Dart + a 5)?aX: 
eine Reihe welche sich schliefst, sobald x eine ganze positive Zahl ist, 
mit (e—r)’, wenn r dieselben Werthe wie in (2.) hat, und sich sodann 
trausformiren lälst, indem man in Betracht ziehet, dafs 
“p? = (pP = (on, 
wo p eine ganze positive Zahl und kleiner als FE oder de 
dem x grade oder ungerade ist. Ferner, wenn man nach und nach in (3.) 
—=1, =0, = —1, etc., macht, so findet man @(0)=1, P(—1)=0, 
2-9=90), -=— 21), P—9=pQ) M-)=—ß), ete. 
$. 2. Zufolge der Betrachtungen im vorhergebenden $. lassen sich 
mehrere Eigenschaften dieser Function finden. Denn setzt man in (3.) 


für a, @(1), so ist 


, je nach- 


%(&) = PNDPR—N)rpR—?). 

Substituirt man in dieser Gleichung für P(x—1), PNP(=—?2) 
rP@—3), so folgt Pl) =(PHPHFPO)PKE—NHPUHPR—3) 
= PR) ce —Y)HoON)P(e—3); substituirt man wiederum in dieser letz- 
ten Gleichung für Az —2, P(1)P(x—3)+P9(x—4), so erhält man 
A) = (NAD) K—3I)+ADAH=PHAE-ILUDIAE. 
Man siehet hieraus, dafs nothwendigerweise, nach (y—1) auf einander 
folgenden Substitutionen, 

Pa) = PNPE—-NHPr—Dpae—y—). 
Setzt man in diese letzte Gleichung für x, «+y, so folgt: 
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. Patty) = PpÄAANH+PRc—-DPYy—), 
so, dals x oder y, wie aus der Ableitung zu ersehen ist, eine ganze po- 
sitire Zahl sein muls. 


Macht man in (5.) y=—(z-+1), so ergiebt sich: 


Pa) Pc) +rP&e—-VDP— 22) = p(—) = 0; 


Er = 0, und x nothwendig eine ganze, und 


zwar positive Zahl ist. Man hat also P(— x —1) = +rP(x—1), und 
9—z—Y)=+NG(x), wo X ein unbestimmter Coefhicient, für welchen 
aus $. 1., +1 folgt, je nachdem x gerade oder ungerade ist. Daher 

6. P—ıu)=+0w—?)), 
so, dals plus zu nehmen ist, wann u eine gerade positive Zahl, und 
minus, wenn u eine ungerade positive Zahl ist. Hieraus folgt, wenn 
man in (4.) statt +y, —y setzt, dals: 


7. Pay) = 3PAJPYI-NYFPE-DPY-N), 
so, dals die oberen Zeichen zu nehmen sind, wenn y gerade, und die 
untern, wenn y ungerade ist, und x und y ganze positive Zahlen 








daher deon 


sein müssen. 
Und aus (5.), (6.) und (7.) folgt: 
ir he = Pay OlNn+OY—Y) und 
Patr)FPpe—y = Py—-V Pac +)+OK@—1)), 


unter derselben Bedingung, wie in (7.). 


$. 3. Wenn man in @(@)=aP(z—1)+- 9 (x—2), für dx —2), 
ad (x—3) + P(x—4#) substituirt, sodann für D(x—4), «ad (x—5) + Od (x—6), 
und diese Substitutionen bis D(x— 27) (exclusive) fortsetzt, wo 9 irgend 
eine ganze positive Zahl ist: so erhält man: 


oa) = Pa) +P@e—3)+Plac—5) + Pa -u+D) +2). 
Substituirt man ferner, in der so erhaltenen Gleichung, für O(x—1), «d(x—2) 
+0(2—3, sodann für Pia —3), a da—4)+09(x—5), u. s. w. bis 
O(x—29 +1) (exelusive), so findet man: 

92) = «(Med +29 —N+30%&@—6)....+9-19de— +2) 

+7aP(@— 29 +1) +9 (829). 

Fährt man auf die vorige Weise fort, so erhält man, wenn 2<g-+1 
und eine ganze positive Zahl ist: 
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9. O(x) = a’(Dla—n) +rdlka—n —2) + (rn +1)? Ole —n—4) 
+Rr + PD@—Rr—6)...tg@—NiClke—2,+ 7) 
+P&@— 27) +9 Pa — 2 +) +ERPE—27 +2) 
+ Pa—27+3).. tg O—2g+n—1), 

wo x jede reelle Zahl sein kann. 
Es braucht kaum bemerkt zu werden, dafs 1, n, (r+1)2, (+2)? 
1.8. w. auf einander folgende figurirte Zahlen der '” Ordnung sind, und 
1,9, 92, 9°, u. 8. w. die Binomialcoefficienten der 9'” Potenz, der Folge nach. 
Setzt man in (9.) 2=9, so ergiebt sich: 
10. Ola) = Pa—2g)+ 929 — 2, +) +2 dr —29+?) 
+DdE- +3)... FETTE HN Hd +N 
+ a D(x—9). 
für x, wie in (9.). 
$. Vergleicht man die Coefficienten in (4.), für den Fall, wo x 
eine ganze positive Zahl ist, mit der Tabelle der Binomialcoöfficienten : 


1 

1:4 

u: vi 

A a 

ER TE 

ı| 5 10 10.1uih:i,$ 

DE Be En ER > u 

Bl a 32 A ne ee 

t- "8.4 28-86 - 79: 9:28.84 


so findet sich, dafs sie, der Ordnung nach, dieselben Zahlen sind, die’ sich 
in der Zeile finden, welche schräg von der (re -+H1) bis zur («—r-1) 
horizontalen Reihe, von oben gezählt, gehet, und dafs die Summe dieser 
Coöffizienten ®(x) ist, wenn man darin @=1 setzt; also der Nenner 
oder Zähler des erzeugenden Bruches eines Kettenbruches, dessen Glie- 
der von der Form *, und deren Zahl x oder z-H1 ist. 

Endlich will ich noch bemerken, dafs die Reihe 

, (0), PD), pP), (3), D(4), 05), u.8.W. 

eine wiederkehrende ist, für welche Px— ed (ze —1)—- Doz —) = 0. 
Man findet daher, durch Summation, für e=1: 


1l. Ca+)=Oa—1) +) +23)... +0 D+DOM-+P0)+1. 














8. 8. Loewenstern, einige mathematische Sätze. 163 


11. 

Einiges über die.Flächen. 
Erster Lehrsatz. Wenn man aus einem beliebigen Puncte einer (lei- 
tenden) Fläche, deren Gleichung 

1. Asx"+By" HC" =L 
ist, nach einem beliebigen Puncte einer zweiten (erzeugenden) Fläche, 
deren Gleichung 

2. Aa—p"t+By—en"te@—n”= M 

ist (in welchen Gleichungen 4, 5, C, L, M, beliebige reelle Größen, je- 
doch L und M nicht negativ sind: 2 eine ganze Zahl, x, y, z, die 
Coordinaten eines beliebigen Punctes der Oberflächen, und >, 9, r, diejenigen 
eines bestimmten Punctes in Bezug auf das nemliche, nicht nothwendig 
rechtwinklige Axensystem bezeichnen), eine gerade Linie ziehet, und 
sie in dem bestimmten Puncte an der Fläche als unveränderlich fest ansieht; 
ferner die Linie, indem ihre Länge dieselbe bleibt, mit sich selbst paral- 
lel so herum führt, dals sie mit dem andern Endpuncte nach und nach 
alle Puncte der ersten (leitenden) Fläche berührt: so entsteht durch 
die auf einander folgenden Durchschnitte der herum geführten Fläche (der 


erzeugenden), wenn 2 ungerade ist, eine Fläche, deren Gleichung 
1 


3. A@-p + By—g+e@-n)" = (LT + MP) 
ist, und wenn 7. gerade ist, entstehen zwei Flächen, deren Gleichungen in 
1 


1 
4. Ac—p +B(y—o HC)" = (L" +M”) 
enthalten sind, wo 
Bi p=p—a W!=y—b, r 
und @, b, c, respective die Werthe von x, y, z, der Coordinaten desjeni- 
sen Punctes der leitenden F läche sind, aus welcher die Linie gezogen wurde. 
Beweis. Der Deutlichkeit halber wollen wir den eiuen Endpunct 
der herumgeführten Linie, der die leitende Fläche berührt, zum An- 
fangs- Punote eines dem angenommenen parallelen Hilfs-Axensystems ma- 
chen, so, dals also, durch die parallele Fortbewegung derLinie, auch dieses 
Axensystem sich selbst parallel fortbewegt. In Bezug nun auf dieses 
Hilfs- Axensystem wird die Gleichung der erzeugenden Fläche sein: 
A8— pr Bly— sg)" +C@—r)" = M, 
wo x‘, y‘, 3° die Goordinaten eines Punctes dieser Fläche in Bezug auf das 


 =er-—t, 
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Hilfs-Axensystem bedeuten, und p/‘, 9°, r‘ und die übrigen Buchstaben be- 
reits bekannte Gröfsen bezeichnen. 

Hieraus gehet hervor: dafs die Coordinaten >, 9, r, während der Be- 
wegung der erzeugenden Fläche, als veränderlich betrachtet werden müs- 
sen, und für jeden Moment der Bewegung 

1. p=p+a, g=g+ß, rerty 
sein werden, wenn «, ß, y die Coordinaten des Punctes sind, in welchem 
(ie Linie in diesem Momente die leitende Fläche berührt. 

Setzt man nun diese Werthe von >, 9, r in die Gleichung der er- 
zeugenden Fläche, in Bezug auf das erste Axensystem, so erhält man: 
8. 2 A&@— pa" +Bly— VB +He@—r—y =M. 

Verfährt man nach der bekannten Methode, um die Gleichung der 
erzeugten Fläche oder Flächen zu finden, so mufs man die Gleichung (8.), 
ın Bezug auf a, ß, Y, diflerentüren, indem man x, y, x als constant be- 
trachtet, und erhält sodann: 

9. Ac—p—a)""da+Biy—r— dB + r YTdy=0; 
ınd auch die Gleichung der leitenden Fläche, nachdem man in dieselbe 
statt x, Y, %, resp. &, ß, y gesetzt hat, wodurch sie 

10. A@"+-Ba+Ccyv=L 
wird. In Bezug auf «a, ß, y differentürt, ergiebt sich die Gleichung 
11. Au"da+ BB —TaBß+CeYdy=O. 


Aus den Gleichungen (9.) und (11.) folgt: 
} a — 1 — & ER; v—{—P Pi zu rt — y nv] 
Be a 
Aus diesen Gleichungen und der Gleichung (7.) oder (9.) erschlielst 
man die Nothwendigkeit (2 mag grade oder ungrade sein), dals immer 


4 


Le u A v—d'—ß z—r—y 
13. Een Fahr ae 























daher 





14 we z 
f 4 in p’ 712 vg Be, 34 > 
wo A eine noch zu bestimmende Gröfse: ist. 


Substituirt man die aus den Gleichungen (14.) gefolgerten Werthe 
von o, ß, Y, in die Gleichung (8.) und reducirt, so findet man, indem 
man setzt: 

15. 4" + By’ FE)" =, 
16. (AS = M. 
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Allein ‚ . 
de A” Yuuc B pr" Pr y" ie 
17. he Az —p')”" 7 B(iy—gq)" 7 2 Car)" 











L 
5° 
also 


18. A= +7; 


Er 


in dieser und in den folgenden Gleichungen muls von den doppelten Vor- 
zeichen nur plus allein genommen werden, wenn 2 ungerade ist. 


Den Werth von A aus der Gleichung (18.) in die Gleichung (16.) 
substituirt, giebt 


1 1 
19. S"+L"= M; 
daher i 1 1 


20, Ss" — M" + L*, 
oder 


1 i\n 
21. Ss = (17 + Mm”): 
und so ergeben sich, vermöge (15.), die Gleichungen (3.) und (4.). 
Erste Anmerkung. Wenn man die Gleichungen (3.) und (4.) 
mit (1.) und (2.) vergleicht, so ergiebt sich: 
1) Dafs wenigstens Eine Fläche erzeugt wird, die der leitenden 
und erzeugenden ähnlich ist, wenn L und M nicht Null sind. 
2) Dals nur Eine Fläche entstehet, die der erzeugenden oder der 
leitenden allein, oder beiden zugleich, gleich und ähnlich ist, je 
nachdem ZL oder M allein, oder beide Null sind. 
Zweiter Lehrsatz. Wenn man den ersten Lehrsatz nur dahin 
abüändert, dals die Gleichung der leitenden Fläche 
22. Az"+By"+Hz = 0, 
und die der erzeugenden 
23. Az—p"+B(y—g)"+KÄ(—r) = 0 
ist, in welchen Gleichungen 77 und X zwei beliebige reelle, jedoch nicht 
negative Größen, die übrigen Buchstaben aber dasselbe anzeigen, wie 
im ersten Lehrsatze: so entstehen, wenn 2 ungerade ist, zwei Flächen, 
deren Gleichungen enthalten sind in: 





TERROR. ze, 
94, A@-py+By—oy +H 4 Km) (z—r') — 0, 
und wenn 2 gerade ist, entstehet eine Fläche, deren Gleichung 
nr „en n—1 
>35, A2—p')"+ B(y—s‘)” +3 4%) (z—r‘) — 0, 
wo p’, g‘, r', dieselbe Bedeutung wie im ersten Lehrsatze haben. 


Cielle's Journal d. M. Bd. XIII. Hft. 2. 22 
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Beweis. Um auch hier nicht zu wiederholen, was schon in der 
Einleitung zum Beweise des ersten Lehrsatzes gesagt worden ist, so werde, 
auf dieseibe zurückweisend, hier sogleich statt der Gleichung (22.) die 


Gleichung 


26. Aa.+B®"+Hy= 0, 
und statt der Gleichung (23.) die Gleichung 
21. A(e—p'—a)" + B(y—g— "+ K(z—r—y) = 0 
geschrieben. 


Diese Gleichungen differentürt, geben resp. 
28. nAa""da+nB£""dß+ Hay = 0, 























und 
29. n Az—p— a)" da+nB(y—d—-B"Tdaß+Ädy=O. 
Aus den Gleiehungen (28.) und (29.) schliefst man: 
— pp! — a n—1 gu yv—g’—P n—1 R K 
50. ( 0 =) a ( ß ) we 
Und aus diesen Gleichungen folgert man nothwendig: dafs 
c—p'—a as yv-d{—P. 
3l. & nn ß 2 
daher e: 
H—-! 
32 u — - = \= ey am. 
Br + Kimi 


wo + zu nehmen, wenn z gerade ist. 

Setzt man nun die aus den Gleichungen (32.) gezogenen Werthe 
von &, ß, in die Gleichungen (26.) und (29.), so erhält man, indem man 
in beiden Gleichungen den Werth von ‘y bestimmt: 

33, —# Apr +Bo _ d-Mr(A@-PyHBI— N)+K(z—rN)) 
K ’ 

In diese Gleichung nun für A seinen Werth aus (32.) gesetzt, und 
berücksichtiget, was in Hinsicht der Zeichen gesagt worden, findet man 
die Gleichungen (24.) und (25.). 

Zweite Anmerkung. Vergleicht man die Gleichungen (24.) 
und (25.) mit den Gleichungen (22.) und (23.), so folgt: 

1) Dafs, wenn weder 7 noch X Null ist, wenigstens Eine Fliche 
entstehet, die sowohl. der leitenden als der erzeugenden ähn- 
lich ist. 

2) Dals nur Eine Fläche erzeugt wird, die entweder der leitenden 
oder der erzeugenden allein, oder beiden zugleich gleich: und 
ähnlich ist, je nachdem H oder X, oder beide Null sind. 
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Dritte Anmerkung. Es leuchtet ein, dafs in beiden Lehrsätzen 
jedes Axen-System, welches in fester Beziehung zur erzeugenden Fläche 
stehet, durch die parallele Fortbewegung der Verbindungslinie, auch mit 
sich selbst parallel fortbewegt wird. 

Vierte Anmerkung. Wenn anfänglich der Punct (p, 9, r) mit 
dem Puncte (a, b, c) der leitnden Flüche zusammen fällt, so folgt aus 
den Gleichungen (5.), da 

34. pm 4m 
33. ve re Oo. 

Also verwandeln sich sodann die Gleichungen (3.), (4.), (24.) und 

(25.) resp. in 


36. Ar+Br tor (1* £ Mm"), 
37. Ar+Byr+lr— (17 + m"), 


u Fu e: 


38. As" + By" + (2 4.) eo, 


1 1 \a—1 
39. Az" + By" + (HT +.K) z=(. 

Zugleich ergieht sich in diesem Falle aus den Gleichungen (7.): 
dafs, wenn man gleich Anfangs den Punct (p, 9, r) in fester Beziehung 
zur erzeugenden Fläche sich vostellt, dieser Punct, bei Fortbewegung der 
Fläche, immer auf der leitenden Fläche bleiben wird, 


Fünfte Anmerkung. Da die Gleichungen zweier Flächen vom 
zweiten Grade, deren Hauptaxen einander parallel sind, in Bezug auf die 
Hauptaxen einer dieser Flächen, wenn sie im Allgemeinen einen Mittel- 
punct baben, auf die Form der Gleichungen (1.) und (2.), und wenn sie 
im Allgemeinen einen Scheitel haben, auf die der Gleichungen (22.) und 
(23.) gebracht werden können, so folgt: dafs die obigen Lehrsätze auf 
alle Flächen vom zweiten Grade anwendbar sind, und so ergiebt sich, 
vermöge der drei ersten Anmerkungen, folgender Lehrsatz : 


Dritter Lehrsatz. Wenn man aus einem Puncte einer Fläche 
vom zweiten Grade nach einem Puncte einer anderen, jener ähnlichen 
Fläche, deren Hauptaxen den Hauptaxen jener resp. parallel sind, eine 
gerade Linie zieht, und sie in diesem Puncte an der Fläche als unver- 
änderlich fest betrachtet: darauf die Linie, indem ihre Länge constant 
bleibt, so herum führt, dals sie mit dem andern Endpuncte nach und nach 

22 * 
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alle Puncte der ersten Fläche berührt, während sie mit sich selbst paral- 
lel bleibt, oder, was dasselbe ist, so, dals die Hauptaxen der beiden Flä- 
chen resp. einander parallel bleiben: so entstehet durch die auf einander 
folgenden Durchschnitte der bewegten Fläche, wenigstens Eine jenen bei- 
den ähnliche Fläche. 

Sechste Anmerkung. Da die Gleichungen zweier parallelen 
Ebenen immer transformirt werden können in 

40. Axc+By+Cz= 0, 

41. Ac—p)+B(y—o)+C(z—r = 0: 
so erhält man, vermöge des ersten Lehrsatzes, und auch vermöge des 
zweiten, indem man n —=1 setzt, für die erzeugte Fläche die Gleichung 
der erzeugenden Ebene; was sie wirklich sein muls. 


und 





IV. 


Beweis der Gleichung 
1.  (e+n— 2)" = (+1) +3 (et 3) + Ha +n—5) 
+ a: ar" + + at Ir", *) 
wenn allgemein 


(s— — z— u)... — (u — " ie 
dr lea) en ee e 22 und = «X, 


w eine ganze positive Zahl, und —?r=2 oder 1, je nach- 
dem rn gerade oder ungerade ist. 





Der Beweis dieser Gleichung läfst sieh durch Induction führen, indem man 
zeigt: dals, wenn die Gleichung wahr ist, für alle Werthe von z, von 
n=1 bis z=n= irgend einer ganzen positiven Zahl, so wird sie auch 
für a=n--1 wahr sein; und zwar auf folgende Weise, 





*) Die Gleichung nur allein, und so bezeichnet, findet sich im ersten Bande der 
mathem. Analysis von Bartels. Dorpat. Schünmann. 1833. 








& 5. Loewensiern, einige mathematische Sütze, 169 


Aus der Gleichung l .) folgt: 
2 ee Det 
-Hm Mehr at" 





Aber aus der nemlichen Gleichung ergiebt sich, wenn man nach und 
nach darin zen —1, =n—3, =n—5, bis n=1 oder ? (inclusive), 
je nachdem 2 gerade oder ungerade ist, setzt: 





(x-+n—3)7 
+ Dat HH ar)" +..), 

3, \ (e+n—5). 
=" («+72 + Gar" DET" + ..), 


Substituirt man nun die so erhaltenen Werthe für («+n2—3)" ", 


(e+r—5), ”, u.8. w., in die Gleichung g(2.), und ordnet sie auf die Weise, 
dals die letzten Glieder der Werthe, die alle gleich sind, unter einander 
zu stehen kommen, so erhält man: 


X / EAN! 7,2 

4. rer ae 1). 
Be a (En) (et + Bet +) 
I) ern +8 en + Det +) 


Ser” + 9 rn +) 


- er +) 











Nun ist 
2x’-n’+n n-1,7__ 1 _g1n-12__ n+l,2 ı x _o\n-I?, 
et get en an; 


n-2g-] ‚2 


ferner ist, wenn man dureh P die Summe der Coöfficienten von (z+n-27). 
in der Gleichung (4.) bezeichnet: 

6. -HPER NED HR DD + a2) Drag. 
Addirt man diese Gleichung, in Gute Ordnung, zu sich selbst , so 
erhält man: 
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| — An-1)P 
2 2a) HI DIT IH FD HE) An)?" 
= 0-)3-90 NE. 
Da nun (1) —0, wenn g eine ganze Zahl und gröfser als Null ist, so 
folgt, da 9 hier diese Eigenschaft hat, dafs 

P= (et. 


Und so folgt, vermöge der Gleichungen (5.) und (8.), aus (4.), dals, 


et —1)"" — (e+n)"t” +3 (an — 37° +3)? (en — 47° + FA 
n 


Nun ist die Gleichung (1.) für 2=1 wahr, also auch für =); 


nt 


daher auch für =35, u.s. w.; und folglich für jede ganze positive Zahl. 
Schliefslich möchte noch zu bemerken sein, dals allgemein auch 
(2? —(n—5)?). (2 —(n—5—2)?).(2e°—(n—5—4)?)....a oder (2°’—1), 
n—5ö 2 3 .... n—5 
je nachdem (7—5) eine gerade oder ungerade sanze Zahl ist. 


a-4-n—5 a 
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9. 


Über die Convergenz und Divergenz der 
unendlichen Reihen. 
(Von Herrn E. E. Kummer, Dr. phil.) 





Da noch kein allgemein gültiges Criterium der Convergenz und Diver- 
genz der Reihen gefunden worden ist, so habe ich eine Methode gesucht, 
nach welcher eine jede unendliche Reihe geprüft werden kann, ob sie 
einen endlichen Werth habe oder nicht; diese Methode ist in den fol- 
genden Sätzen enthalten. i 

Ich nehme zu der Untersuchung folgende allgemeine Form einer 
Reihe, in welcher jedes Glied als Function seines Stellenzeigers betrachtet 


wird: 1 2 3 4 k 
L. AH 244, 

und setze voraus, dafs die Reihe von der Art sei, dals, von einem be- 
stimmten Gliede an, alle folgenden das nemliche Vorzeichen haben, welches 
positiv angenommen werden soll. Da auch jede Reihe, in welcher posi- 
tive und negative Glieder vorkommen, sich in eine solche Reihe, durch 
Zusammenfassen mehrerer Glieder, verwandeln läfst, so reicht die Unter- 
suchung der obigen Reihe für alle Reihen hin. Dafs kein Glied der Reihe 
unendlich sein darf, versteht sich von selbst. 

Um nun zu bestimmen, ob die Reihe convergire oder divergire, das 
heilst: eine endliche, bestimmte Summe habe, oder nicht, bilde man aus den 


Gliedern derselben folgende identische Gleichung, in welcher eine belie- 
k 
bige Function des Stellenzeigers #, n, und eine beliebige Constante a 


(welche 4 nicht enthält) vorhpmen; 


k k k 
HH Kr a k+n-1 m ; .. 


2. A+A-+.. nd o-+...+ 0 )— . 


wo: der Kürze wegen: gesetzt ist: 
HA: 
k k+L 
3. u + +1)4. 


a 








Wird dieser Werth des » in die Gleichung (?2.) gesetzt, so 
zeigt sich sogleich, dals dieselbe vollkommen: identisch , also allgemein 
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k u 3 
gültig ist. Es soll nun m eine solche Function von k sein, dafs n 4, 


von einem gewissen Werthe des 4 an, positiv sei, und wenn & in’s Unend- 


liche wächst, sich der Gränze O in’s Unendliche nähere; ferner soll «a 


.,. u B k k+i 12 
eine positive Constante sein. Wenn nun die Grölsen v, w, u, etc. alle 


positiv, oder auch gleich O sind, so ersieht man aus der Gleichung (2.) un- 


mittelbar, dafs, so grofs auch die Zahl rn angenommen werden mag, die 
KH I42 k+n 
Summe der Reihe 4+4+4+...+ 4 stets kleiner sein muls, als 


Koh kk 
mM x . A - . 
2, und dals also, wenn > 0 und - nicht unendlich grofs, das heifst « 





L + +2 +3 
»icht gleich O ist, die Reihe + 4+4+ .... in inf. nothwendig con- 


k 
vergirt. Die Bedingung #>0 giebt, nach der Gleichung (3.): 
ww k+1 





mA m +1 
=-17+)420 
oder j ’ Ir 
4, Ir u < d, 
A 
Man setze nun, im Allgemeinen: 
: x 
mA Hi . 
I. —pm=f(k), 
A 


so findet sich folgender Lehrsatz für die Convergenz der Reihen: 


k 
I. Wenn 4 das allgemeine Glied einer Reihe ist, in welcher, von 
einem bestimmten Gliede an, alle folgenden positiv sind, und 


k 
man eine Function 2, deren Werthe positiv sind, von der Art fin- 


RE 
den kann, das mA4A=0 für k= x, und dal die (Quantität 


ko k 
. mA +1 .. B f} » . . 
SM = gr — m geölser als O ist, für k= x: so ist die Reihe con- 
A 


vergent. 


Dieser Satz reicht aber noch nicht hin, um zu bestimmen, ob eine 


k 
Reihe convergire oder divergire; denn, fände man keine Function rn, 


wie der Satz solche verlangt, so wülste man gleichwohl nicht, :ob die Reihe 
divergire oder dennoch convergire. Deshalb soll nun noch eine Bedin- 
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gung aufgesucht werden, unter welcher die Reihe, deren allgemeines Glied 


F 
A ist, gewils divergirt. 
Die Gleichung (5.) giebt: 


k k k+l kl ki 
6. mda— ma — Aflh). 


Wird in dieser aa we k gesetzt: k+1, k+-2, k-+3, etc. in inf., 


so erhält man, weil md =(, für k=x, durch Addition aller dieser 


Gleichungen: 

k'k 

1. md edfH HAFEN HH SELL. in inh; 
oder, wenn as I) re. wird: 
+2 k+3 
PR 41 AfRH1N), 4 F(k-4-2) TR 
8. 70” A+ Fo) + FR +.... in inf. 
Wenn nun f(k) sich immer mehr der O nähert, je gröfser k wird, 

so sind alle Co@fficienten der einzelnen Glieder in der Reihe (8.) kleiner 


als die Einheit, und folglich ist: 
2 k+Hı A+2 K+s 


<4+4+4-+.... in inf. 





C 








J\k) 
Für k= x muls aber die Reihe rechts gleich O werden, wenn sie über- 
2 k 
haupt convergiren soll: also muls, um so mehr, die Quantität - FR a, für 
J 


k= x, gleich Null werden, wenn die Reihe convergiren soll. Dies giebt, 
wenn im Allgemeinen gesetzt wird: 
n 


10. oh)= 7% 
folgenden zweiten Lehrsatz über die Divergenz der unendlichen Reihen: 


k 


k k k 
II. Wenn 2 eine solche Function von 4 ist, daß m 4 = 0, für k—x, 


kk 
k+1 
und dafs die Quantität fk) = DE ni, für k=x, ebenfalls gleich © 
7 
wird, die Guantität @ (k) = er aber, füurrk=x», zu gleich O 


wird, so divergirt die Reihe, deren allgemeines Glied A ist. 
Es soll nun gezeigt werden, dafs diese beiden Sätze zur Bestim- 


ınung der Convergenz oder Divergenz einer jeden Reihe vollständig bin- 
k 

reichen; oder es soll gezeigt werden, dals die Function 2 immer so ge- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XIII. Hit. & 253 
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w 


wählt werden kann, dafs eine der Quantitäten /(k) oder P(k), für k=x, 
nicht gleich O wird. Wird sodann f(k)>O und P(k)=0, für k=x, 
so convergirt die Reihe, nach dem ersten Satze; wird aber f(k)= 0 und 
@(k)>0, so divergirt sie, nach dem zweiten Satze. Dafs aber eine der 
Quantitäten f(k) oder ®(k), für = x, verschwinden mulßs, folgt daraus, 


k k k k 
dafs, nach Gleichung (10.), ra 4=fk).9(k) und m 4=0, fük=x. 
k 
Wenn die Reihe, deren allgemeines Glied 4 ist, convergirt, so nehme 


h 
man für n die Function, welche durch folgende Gleichung bestimmt wird: 
kk 4 KH? kp 
mA = A a. A + d4-+ oe... IN inf, 
kk 
welche Function 2.4 sich immer mehr der Grenze O nähert, je grölser 


k wird. Es wird bei dieser Annahme 
SW=1 und Ak)=0, für k=x., 


k 

Wenn aber die Reihe, deren allgemeines Glied 4 ist, divergirt, so nehme 
r 

man für 72 eine Function, welche durch folgende Gleichung bestimmt wird: 


kk 1 


md= N 2 3 k? 
> A+A+A+.. +4 
wo die Function 2 4 sich ebenfalls, wie es verlangt wird, wenn % in’s 
Unendliche wächst, der Grenze O nühert. Diese Annahme giebt 
SM) =0 und k)=x, fü k=x., 


Dies reicht nun gerade hin, um zu zeigen, dals es in jedem Falle eine 
A 
reale Function 72 giebt, welche der verlangten Bedingung genügt. Wenn 


man aber allemal die hier angegebene Function wählen mülste, so mülste 





man auch schon in voraus wissen, ob die Reihe convergire oder divergire, 
und man mülste, im ersten Falle, die Summe aller Glieder, welche auf 
ein bestimmtes Glied folgen, und, im zweiten Falle, die Summe aller Glie- 


der, bis zu einem bestimmten Gliede, angeben können. Um diesen Übel- 
we, k 
stand zu vermeiden, bemerke ich: wenn man für 24 eine Function r 


gefunden hat, welche von der Art ist, dafs f(k) und 9(k), für k= x, nicht 


beide verschwinden, dals dann dieselbe Bedingung auch erfüllt wird, wenn 
k k 
für 4 irgend eine andere Function von %k gewählt wird, welche sich, 


k 
wenn A wächst, langsamer der O nähert, als r. Eine solche Function wird 
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+ 
[ri 
er 


kk k 
rr sein, wo s eine Function ist, welche zugleich mit % wächst, sei es 


bis ins Unendliche, oder bis zu einer bestimmten x wi wo ebenfalls 
RR k 


rs—=0 für k=x ist. In der That: wenn, erstens für h Hi = [r, die Faro! 


kkockk 
tion f(%) nicht verschwindet, für k= x, so wird dieselbe für m A—rs 


noch viel weniger verschwinden, weil von den beiden Ausdrücken des 
/(k), nemlich: 





kk Kk+ıi+i k + 
rs— tr Ss r—-r 
A A 


der erste gewils grölser ist, als der zweite. Wenn aber, zweitens, für 
By, me die Function @(k) nicht verschwindet, wenn % ins Unendliche 
wächst, so wird dieselbe für mA uns noch weniger verschwinden, weil 
von den Ausdrücken des ®(k) durch & und J welche in folgende Form 
gebracht werden können: 








i+1 +1 

= en 

k+1 A+1 un +1 
v8 r 

Bei er 
rs r 


| kf3 
k+1 k 
der erste gewils grölser ist, als der zweite, da s>s und — >1i. 


[ k ' 
Hieraus sieht man also, dals die Function 2, wenn sie auch durch 
die Bestimmungen des ersten und zweiten Lehrsatzes begrenzt wird, doch 
innerhalb dieser Grenzen willkürlich bleibt, oder, dafs es in jedem Falle 


nicht nur eine, sondern unendlich viele, von einander verschiedene Func- 


tionen giebt, welche die Bedingungen erfüllen, dafs mA =0, fürk=x, 
und dafs eine der Quantitäten f(k) oder ®(k), für k= x, nicht verschwin- 
det. Die beiden aufgestellten Lehrsätze reichen vollständig hin, um für 
eine jede Reihe zu bestimmen, ob sie convergire oder divergire. 

Als Beispiel soll folgende Reihe untersucht werden: 


1 1 1 1 
satz tzat tritt 
k k k 


Man nehme m =k, also mA=—, 80 ist: 


Ik 
I t 
fh) = (k+lV)Ik--1) Tan): 


23° 
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oder 1 
(+1) 1(14+ — 
Sy) = ( ) 


Es ist, wie man hieraus leicht sieht, .f(k)=0 für k=x, also ®(k) zu 
wmtersuchen. Dies wird: 


t(Hh= 





1 
1 “ 
+1)2(14—) 
Es ist also, für k=x, P(k) =1, also die Reihe divergent. Conf, gegen- 
wärtiges Journal Bd. 3. pag. 79. 





[8 
Es giebt eine Function 77, welche zur Bestimmung der Convergenz 
oder Divergenz einer aufserordentlich umfassenden Gattung von Reihen 


k 
hinreicht. Dies ist die Grölse k selbst. Wird nemlich 2 = k angenommen, 
so werden die beiden Quantitäten f(k) und D(k): 











k k k+1 

He a ae A 
u k ee 

2. = Dr 2 AS 


k 
‚kA— (k-+1) A 
Wenn die Reihe, deren allgemeines Glied # ist, von der Art wäre, dals 
Fk) negativ würde, für sehr große Werthe des k, so würde die Reihe 


nothwendig divergiren, weil dann kA<(k+1)A ) und folglich kA, für 
k=», nicht gleich © ist, welches, wie bekannt ist, und wie sich leicht 
zeigen lülst, bei jeder convergirenden Reihe der Fall sein muls.. Wenn 
aber (/A), für =», einen positiven Werth hat, welcher gröfser als 0 
ist, so convergirt die Reihe, nach dem ersten Lehrsatze. Es ist also nur 
noch der Fall zu untersuchen, wenn f(A)=0, für k=x. Ich nehme 


nun an: die Reihe, deren allgemeines Glied zZ ist, solle von der Art sein, 
dafs der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder sich nach fallen- 
den Potenzen des Stellenzeigers / entwickeln läfst: so wird, wie aus der 
Gleichung (11.) leicht zu ersehen ist, auch f(k) sich in eine Reihe von 
folgender Form entwickeln lassen: 


3. [Weätatit..N 





hei Es muls hier eigentlich noch hinzu gesetzt werden, dafs sich der Quotient 
‚weier anf einander folgenden Glieder, oder die Grölse f(k), für grolse Werthe des # 


4 
: 
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wo B>a,y>Pß, ete, und wo «, weil f(k)=0, für k= x, positiv sein 
muls. Hieraus findet man für Er folgende Entwickelung: 


fik-Hl), ., , = 
1.0 eilt 


wo alle folgenden Glieder höhere Potenzen von Z zu Factoren haben. 


Aus den Gleichungen (11.) und (12.) folgt nun: 
15. 9K) _ Fat, Sad 


gk+Hl) SW k+1 
Wenn man hierin statt I und /(k-+1) ihre Entwicklungen setzt, und 





alle höheren Potenzen von 2 vernachlässigt, so folgt: 


MR a1 ERPRER 
16. p(k-+1) 1 k .... ’ 
p(k) 


woraus, weil « positiv ist, hervorgeht, dals der Quotient Sch? wenig- 


stens von einem Werthe des % an, für alle folgenden, kleiner als Eins ist: 
dals also ®(k-F-1)>P(X), undalso P(k) eine Function ist, welche zugleich 
mit k wächst. Deshalb ist ®(/), für k=», nicht gleich O0, und folglich 
divergirt die Reihe in diesem Falle, nach dem zweiten Lehrsatze. Hier- 
aus geht folgender Satz hervor, welcher zur Bestimmung der Divergenz 
oder Convergenz einer sehr ausgebreiteten Gattung von Reihen hinreicht. 


1 2 3 
III. Eine Reihe 1#4-+4-.... in inf., in welcher, von einem be- 
stimmten Gliede an, alle folgenden dasselbe Vorzeichen haben, und 


welche die Eigenschaft hat, dals der Quotient zweier auf einander 
R 


folgenden Glieder #- sich nach fallenden Potenzen von k entwickeln 


A k 
lälst, ist convergent, wenn f(k) = RR einen positiven Werth 
A 


bekommt, welcher, selbst für k= x, nicht verschwindet; wird aber 
/(), für k=x, entweder. gleich 0, oder gar negativ, so ist die Reihe 
divergent. 





convergent, nach fallenden Potenzen von k entwickeln lassen müsse. Da aber die 
Reihe (13.), für grofse Werthe des k, wenigstens allemal semiconvergent ist, und 
da die semiconvergenten Reihen, wie bekannt, wenn auch wohl noch nirgends streng 
bewiesen, die richtigen Werthe der Functionen näherungsweise geben, so habe ich 
diese Bedingung nicht erst hinzugesetzt. 
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Als Anwendung dieses Satzes mag die Convergenz oder Divergenz 
folgender Reihe untersucht werden, deren Glieder, wie man leicht sieht, 
von einem bestimmten an, alle positiv werden miissen: 


a@.6 , «(@«-+1)%.(%-+1) 
I#,ıT set 





.„...g. 


wo 2 

A _ +) 

5 (k+a)(k+Pß)? 

welcher Ausdruck sich nach fallenden Potenzen von / entwickeln lüfst, 
wie der Satz III. es verlangt. Es ist nun 


fh) 2 KktyKH) 5, _ 1, 





NT 








 &k+e)(k+ A) 
.. DM —a Burma, 
ad Kite ? +-(y— a — B— uaPf)k—a 
FRE “tet Dita 


Wenn nun y—a—ß positiv ist, und größer als O, so ist auch f(k), für 
k= %, positiv, und grölser als O; also in diesem Falle convergirt die Reihe. 
Wenn aber y—a—ß=0, so wirdauch f(k)=0, für k= x; oder, wenn 
y—u—ß negativ ist, so wird auch /(k) negativ, für k=x; in diesen 
beiden Fällen also divergirt die Reihe. Conf. die Abhandlung von Gaufs 
über diese Reihe, in den Comment. soc. Gotting. Tor. II. pag. 23. 

Es bietet sich hier die Gelegenheit dar, zu bestimmen, unter 
welchen Bedingungen das Criterium der Convergenz und Divergenz_ gül- 
tig ist, welches Olivier in diesem Journale Bd. UI. pag. 34. etc. aul- 
gestellt hat, und welches, wie schon Abel gezeigt hat (Bd. Ill. 
pag. 79.), nicht allemal richtige Resultate giebt. Es kann dieses Criterium, 
wie Olivier es aufstellt, so ausgesprochen werden: eine Reihe, deren 
allgemeines Glied 4 ist, und in welcher, von einem bestimmten Gliede 


an, alle folgenden dasselbe Vorzeichen behalten, convergirt, wenn NA —(), 
für k—= x, und divergirt in jedem andern Falle. Es soll jetzt gezeigt 
werden, dafs dieses Criterium ebenfalls für die jetzt genannten Reihen 
richtig ist, bei welchen der Quotient zweier auf einander folgenden Glie- 
der sich nach fallenden Potenzen des Stellenzeigers entwickeln läßt. 


a “ 
Es sei also wieder die Reihe, deren allgemeines Glied A, ist, von 
der genannten Art; so hat man ebenfalls 


2 ) a b c 
17. JN=-trt+t7r+--» 


ar u 
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wo P>au, Yy>Pß, etc. Ferner tolgt aus den Gleichungen (11.) und (12.): 


kA F(k) 
nn 0 3 25238 
(1) oh 


und wenn man in dieser Gleichung nach einander statt k setzt: A+1, 
k+2, ... k+nr—1, und die so entstandenen Gleichungen mit einander 


multiplicirt, so erhält man: 
k 


kA Ik) FkH)\ Fktn—V) 

nun (kn) 0: (1 +2)! 0er +2 (14 k+tn ): 

oder, wenn man die Logarithmen nimmt: 
20.  KkA)— (ktn)4) 
k tn—1 

a). 
Es soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen diese Reihe 
der Logarithmen convergire, wenn z unendlich grols wird. Sie ist von 
der Art, dals alle Glieder dasselbe Vorzeichen haben, und dals der Quo- 
tient zweier auf einander folgenden Glieder sich nach fallenden Potenzen 
von # entwickeln lälst, wenn für f(k) sein Werth aus der Gleichung (17.) 
gesetzt wird. Man findet nemlich: 


18. 




















(14 En) 1+«e 
21. = 1 -+ ArY iz + .... 
(er) a 


wo alle folgenden Glieder der Entwicklung höhere Potenzen von — zu 
Factoren haben. Das Criterium des Satzes III, giebt also: 

Fk) 
lH) 

Fk+1) 
(14 if nr 
Die Reihe der Logarithmen convergirt also, wenn « positiv und grölser 
als O ist, und divergirt, wenn & negativ, oder gleich O ist. Wenn nun 








22. —k—l1=ı. (üuk=»x). 


k k+n 
kA=0, für k=x, so ist auch —/(k+n)A)=%, für n=x; also 
nr nach Gleichung (20.), die Reihe der Logarithmen divergiren, wenn 


kÄr 0, für Ak= x; wenn aber die Reihe der Logarithmen divergirt, 
so ist & negativ, de gleich O0; wenn « aber negativ oder gleich O ist, so 
ist, nach Gleichung (17.), f(%) positiv und gröfser als O0, für A= x; dann 
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k 
ist aber, nach dem III. Satze, 4 das allgemeine Glied einer convergiren- 
k 
den Reihe. Also: wenn A4=0, für k= x, so convergirt die Reihe, 


l 
deren allgemeines Glied 4 ist, nemlich unter den gemachten Voraussetzun- 
sen. Dieses Criterium, welches bei einigen Reihen eine sehr leichte An- 
wendung findet, läfst sich nun folgendermaßsen darstellen: 


1 2 3 
IV. Eine Reihe + 4-+4-+.... in inf., in welcher, von einem be- 
bestimmten Gliede an, alle folgenden dasselbe Vorzeichen haben, und 
welche von der Art ist, dals der Quotient zweier auf einander fol- 


genden Glieder sich nach fallenden Potenzen des Stellenzeigers ent- 
k 
wickeln lälst, ist convergent; wenn k4=0, für k=x; und wenn 


} 
kA nicht = 0, für k= x, so ist die Reihe divergent. 


Beispiele, auf welche dieses Criterium angewendet ist, sehe man 
in der angeführten Abhandlung von Olivier; denn alle Reihen, auf 
welche Olivier sein Criterium daselbst angewendet hat, sind von der 
Art, wie sie der dritte und vierte Satz verlangen; und es kommen auch 
in der Analysis nur selten Reihen vor, bei denen der Quotient zweier 
auf einander folgenden Glieder sich nicht nach fallenden Potenzen des 
Stellenzeigers entwickeln lielse. 


Zur Erleichterung der Untersuchung, ob eine Reihe convergire oder 


divergire, kann manchmal folgender Satz dienen: 
Ä 
V. Wenn r eine Function von k ist, welche, wenn k ins Unendliche 


wächst, sich einer endlichen Grenze nähert, so werden die beiden 
Reihen 


PR N A FRE 


und 
a 22 3 3 4 4 
rd+rA+rA-+rA+.... in inf, 
wie die eine, so die andere, convergiren oder divergiren, 


Da es bei der Untersuchung der Convergenz nie auf eine endliche 
Anzahl der ersten Glieder ankommt, so setze ich zum Beweise dieses 
Satzes: 


k k+1 A+2 


Ace 
n kOr+itı 42 k42 
Bi AL. 








5 0 
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Ich bezeichne nun den grölsten Werth, welchen r in dieser zweiten Reihe 
hat, durch p, den kleinsten durch 9: so ist offenbar 

S'>gS und S’<pS. 
Ist nun $ divergent, oder unendlich grofs, so ist auch 9$ unendlich, und 
folglich auch 5’; hat aber $ einen endlichen Werth, so ist auch »S end- 
lich, und also auch 5’; was zu beweisen war. 


Die willkürliche Function ri ‚, welche in den Criterien des ersten 
und zweiten Satzes enthalten ist, giebt auch ein leichtes Mittel an die 
Hand, um zu finden, wie schnell oder wie langsam eine Reihe convergire: 
oder, zwei Grenzen zu finden, zwischen welchen die Summe der auf ein 
bestimmtes Glied folgenden Glieder einer convergirenden Reihe sich be- 
finden muls. Es sollen, von dem k“” Gliede an, alle folgenden einerlei 


Vorzeichen haben, und man setze, der Kürze wegen, 


k k+1 I+2 k-+3 
23. A\= A+A+A+.... in inf. 


k 

Wenn nun die Reihe, deren allgemeines Glied 4 ist, wirklich convergirt, 
k 

so wird die willkürliche Function 2 immer so angenommen werden 


können; dals die Quantität /(k) (Gleichung (5.)), für k=x, einen end- 
lichen positiven Werth erhält. Es ist, nach Gleichung (7.): 
khKk k+1 k+2 k+3 
4. mA— Afl)+ ASK+DFASCHD Li... 
Wenn nun, für jede ganze positive Zahl zn, f(k+-r)>f(k+r--1) ist, 
oder wenn f(k), von dem bestimmten Werthe des k an, fortwährend ab- 
nimmt, so wie Ak grölser wird, so ist 


i. P- k we 2 
n 
25. 7 (X) er 1 und As) 2. 


Wenn aber die Function f(k), von dem bestimmten Werthe des k an, zu- 
gleich mit A wächst, oder wenn, für jedes ganze positive zn, f(k+n) 
<f(k+n-H1) ist, so ist 

26. 7 , und dt 
Der wesentliche Nutzen dieser Formeln RR an einigen Beispielen klar 
werden. 


kxk k 


Beispiel 1. Es sei gegeben die Reihe: 








1 ; 1 
+3; t3 tI331r 


Crefle's Jonrnal d. M. Bd. XIII. Hft. 2% 24 
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und es soll gefunden werden, wie viel höchstens, und wie viel wenig- 
stens der Fehler beträgt, welchen man begeht, wenn man alle Glieder 
dieser Reihe, die auf das A’ Glied folgen, vernachlässigt. 





k 1 | 1 . 
Man nehme m=--, so findet man [B= I+ am’ also ist, 
weil im 1 SA+mM)>f(k+n+1), Bach den Formeln (25.): 
, > - und N <a . 








| ı 2.3. 
(1.2.3...) ) 


Wird A=10 gesetzt, so findet man, durch leichte sie 
10 10 


?*>>0,000000077309 und A<Z0,000000027557 


also 10 


— 0,000000077 .... 
Nimmt man also die ersten zehn Glieder der Reihe, so rechnet man auf 


7 Stellen nach dem Comma genau; wenn man aber das hier bereciwete 
10) 


* als Correction hinzuthut, so erhält man 9 Stellen genau. 
Beispiel 2. Eine Reihe, welche ungemein schwach convergirt, 
ist folgende: 
1 











1 )® + 3037 rn Ta +ap tr. ete 
h 
Hier st 4= iR? z, und wenn . —klk genommen wird: 
k(tk) 
(14 —)1R 
J)= I(k +1) > und S(&) —— 1, 


und weil fk--2)+<f(k--n-+1), nach den Formeln (26.): 
k !(k-+1) FR. 
ac x und > TE 
kn 2(14+—) 
Da der Fehler gewils grölser als 7 ist, so muls, wenn die Brig- 
gischen Logarithmen angenommen en ‚ um den Werth dieser Reihe 


nur auf 6 Stellen nach dem Comma genau zu berechnen, wenigstens eine 


Anzahl Glieder genommen werden, welche eine Million Stellen hat, oder 
aus einer Million Zillern besteht. 





Die Criterien der Convergenz und Divergenz der Reihen können 
leicht auf die Untersuchung der endlichen oder nicht endlichen Werthe 
angewendet werden, welche die Producte von unendlich vielen Factoren 
haben; für diese soll folgender einfache Lehrsatz bewiesen werden: 
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VI. Ein Product von unendlich vielen Factoren: 


1 2 3 4 
P=(1+.e)(1+e)I1+e)iI+e)-+.... 
k 
in welchem die Gröfse a, von einem bestimmten Werthe des # an, 


für alle folgenden dasselbe Vorzeichen behält, hat einen endlichen 


k 
Werth, wenn « das allgemeine Glied einer convergirenden Reihe ist; 
im entgegengesetzten Falle ist es eutweder unendlich, oder gleich 0, 


R 
je nachdem die Grölsen «@ alle positiv oder negativ werden. 
Es ist, wenn die Logarithmen genommen werden: 
1 2 3 
27. IP=1A+a)+!1+e)+t/A+to)+.... 
in welcher Reihe, von einem bestimmten Gliede an, alle folgenden einerlei 


Vorzeichen haben. Diese Reihe kann auch folgendermalsen geschrieben 
werden: 


08, re. R 1 N-be) Ua) 3, Ko) | ei; 
a a a 
Wenn das Product P einen endlichen Werth haben soll, so ist klar, dals 


R 
die Größe « sich immer mehr der O0 nähern muls, je grölser # wird; dann 


k 
nähert sich aber auch em} immer mehr der Grenze 1.; also wird, nach 
a 
dem fünften Lehrsatze, die Reihe (28.) denselben Bedingungen der Conver- 


1 2 5 
genz und Divergenz unterliegen, als die Reihe ae--a +0 -+.... ininf. Je 


nachdem also diese Reihe convergirt oder divergirt, wird /P einen endlichen 
k kl 
oder unendlichen Werth haben. Wenn ferner die Größen «, a, etc. alle 


positiv werden, und divergiren, so wird /P=-+-x, also P=x; werden 
diese Grölsen aber negativ, und divergiren, so ist /P=—%, also P=0; 
wodurch die Richtigkeit des aufgestellten Satzes bewiesen ist. 
Um auch von diesem Satze eine Anwendung zu geben, soll folgen- 
des unendliche Product untersucht werden, welches die Function T'(z), 
nach Legendre, darstellt, nemlich: 
1 9x+1 3:+1 4:+1 


ZEHN IR +E2BH 2) 342) 





Hier ist 
„+1 





k 
1. = Gira" 
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also 

kt (k—1):(k-+:) 

a 

Dals dieses a, für jeden beliebigen Werth des z, das allgemeine Glied 
einer convergirenden Reihe ist, kann durch den dritten oder vierten Lehr- 
satz leicht bewiesen werden, so, dafs auch dieses Product einen endlichen 
Werth haben mufs, welcher weder O noch unendlich wird, wenn nemlich 
(wie es hier wirklich für negative, ganzzahlige Werthe des z der Fall ist) 
keiner der Factoren unendlich wird, oder verschwindet. 


A 
az 





Auch für die unendlichen Producte kann man nach einer, der, oben 
für die Reihen angewandten, ähnlichen Methode die Grenzen des Fehlers 
bestimmen, welchen man begeht, wenn man alle Factoren, die auf eineu 
bestimmten Factor folgen, vernachlässigt. Da jedoch die unendlichen Pro- 
ducte selten zur wirklichen Berechnung der Wertlie der Functionen ange- 
wendet werden, so übergehe ich dies, um diesen Aufsatz nicht zu weit 
auszudehnen. 


Liegnitz, den 29, Januar 1833. 





NMan lese in diesem Hefte 
S.140 Z. 11 und 12 v. u. (0) statt [0], 


S, 142 in den 4 untern Zeilen lese man statt der Worte des Textes, von dem Worte 
„Also” an: Also hat die Gleichung dann immer 1 reelle Wurzel, und zwar 
ist diese Wurzel negativ, wenn f positiv, und positiv, wenn f negativ ist. 
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10. 


Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb 
gegebener Grenzen *). 


(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Kiel.) 





1, 


Bereits seit längerer Zeit hat die kleinste von gegebenen Linien be- 
grenzte Fläche die Aufmerksamkeit der Mathematiker in einem hohen 
Grade, sowohl wegen ihrer eigenthümlichen Eigenschaften, als wegen der 
Schwierigkeiten erregt, welche sich einer genaueren Untersuchung, und 
einer durch continwrliche Beweuing entstandenen Construction derselben 
entgegensetzen. Nachdem Lagrange die Krage zuerst angeregt, und die 
Gleichung der Fläche, in Form einer partiellen Differentialgleichung vom 
zweiten Grade, gefunden hatte, zeigte Meusnier, dafs ihr auch noch eine 
andere merkwürdige Eigenschaft zukomme: der gröfste und der kleinste 
Krümmungshalbmesser sind nämlich in jedem ihrer Puncte gleich grofs, 
und entgegengesetzt. Auch fand Meusnier, zwar nicht das vollständige 
Integral der erwähnten Differentialgleichung, aber doch zwei partielle 
Fälle desselben: die Gleichungen zweier speciellen krummen Flächen näm- 
lich, weiche der allgemeinen Gleichung Genüge leisten; und zwar erstens, 
der Schraubenfläche, d. i. derjenigen Fläche, welche entsteht, wenn 
eine horizontale gerade Linie sich so bewegt, dals sie stets durch eine 
verticale Gerade und durch eine Schraubenlinie geht, die sich um die Ober- 
fläche eines geraden Cylinders hinaufwindet, als dessen Axe die genannte 
Verticale angesehen wird; und zweitens, derjenigen Fläche, welche durch Um- 
drehung der Kettenlinie um eine horizontale, sie nicht schneidende, Axe 
erzeugt wird **). Das allgemeine Integral der Gleichung unserer Fläche fan- 
den zuerst Monge und Legendre, aber in einer so verwickelten Form, dafs 





*) Diese Abhandlung ist im September 1833 der Königl. Akad, der Wissensch. 
zu er vorgelegt "worden. 
Über diese specielle Kläche ist eine interessante Untersuchung angestellt 
Ber von Goldschmidt: Determinatio superficiei minimae, rolalione curvae data 
duo puncta jungentis circa datum axem ortae. Goettingae. 1831. 


Crelle’s Jonrnal d.M. Bd. XII. Hft. 3. => 
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man bis jetzt von dem Integrale fast noch keinen Gebrauch gemacht 
hat. So urtheilt auch Poisson, bei Gelegenheit der Ankündigung einer 
neuen von ihm angestellten Untersuchung über diesen Gegenstand: einer 
Untersuchung übrigens, der man mit der gespanntesten Erwartung ent- 
gegen sehen muls: , Malheureusement on ne sauroit tirer aucune partie 
de cette integrale, qui se trouve compligude de quantites imaginaires, et 
exprimee par le systeme de trois eguations entre deux variables auzi- 
liaires et les coordonnees courantes de la surface.” (S. gegenw. Journal, 
VIIL Bd. pag. 361.). Eine neue, specielle Fläche hat Monge nicht an- 
gegeben; und-da die Untersuchung über die characteristischen Linien der 
Fläche iha darauf führte, dafs dieselben in einem Puncte beständen, 
(ein Umstand, der darauf hinzudeuten scheint, dafs nicht alle Flächen als 
Einhüllungsflächen betrachtet werden können): so gelang es ihm auch 
nicht, die Fläche durch eine continuirliche Bewegung zu erzeugen. Diese 
Umstände veraulafsten die Fürstl. Jablonowskische Gesellschaft der Wissen» 
schaften zu Leipzig, eine neue Untersuchung der Fläche zum Gegenstande 
einer Preisaufgabe für das Jahr 1831 zu machen. Der Preis ist einer von 
mir im November 1830 eingereichten Abhandlung zuerkannt worden, die 
in den 4etis Societ. Jablonovianae Vol. IV. Fasc. II. pag. 204 — 250. 
(De proprietatibus superficiei, guae hac continetur aeqguatione: 
A+o)r—2pes+(irp)t=0 

disguisitiones analyticae) enthalten ist, und von welcher ich jetzt einige 
Resultate anführen mufls, da ich mich in der gegenwärtigen Abhandlung 
häufiger auf dieselbe zu beziehen gezwungen bin. 

Sind nämlich x, y, z die veränderlichen Coordinaten der Fläche 
und man setzt die partiellen Dillerentialquotienten, wie gewöhnlich: 


=» G=n 


(55) Zuu:ie ( 2 ) Br (+) Tan 
da?) dx.dy , dy* 2 sag 








so findet man, als Diflerentialgleichung der Fläche: 
. A=(HtN)r—2ps+il+NMt= 0. 
Dem Integrale derselben bat Legendre die Form 
= Parvb, 
ga—aparyb—byb, 
NW-e)p"ada— N1—b) V"bdb, 


SE 
II 


2. 
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oder, da die Integrale aus dieser Gleichung ganz entfernt werden können, 
die Form 

a —= A20"a—3Acpa+B’y"b—3BlW'l, 

3, y=— ALal"a+Q® —1)Apa—Bby db +Q WR —)Byb, 

z = A0"a—24’aQa+9a—Biy"’b+-2BiLb—WyL, 
gegeben, wo a, b zwei beliebige Grölsen vorstellen, die aus dem Sy- 
steme der Gleichungen (2.) oder (3.) eliminirt werden müssen; wo fer« 
ner durch ®a, Vb; Da, wb; D’a, W’b zwei willkürliche Functionen, 
resp. von a und von 5, nebst ihren beiden ersten Differentialquotienten 
bezeichnet sind, und Kürz> halber Y(—1— e?)=A, V(—1—l’)=B ge- 
setzt ist. Durch leichte $Substitutionen erhält man aus den Gleichungen 
(2.) die Form, deren sich Monge bedient hat: 

x = a-+tb, 
4. y=9arvb, 
z = W-1-Yo))da+ N -1—Wba0). 

Da es mir nun eben so wenig, als den frühern Bearbeitern dieser Auf- 
gabe, gelungen war, eine allgemeine Construction der Fläche anzugeben, 
so ging ich darauf aus, möglichst viele particuläre Fälle des Integrals, durch 
eine sich überall gleich bleibende Methode, aus der Differentialgleichung 
(1.) zu entdecken. Um dahin zu gelangen, wurde sie auf verschiedene 
Weise in zwei Gleichungen von der Art zerfällt, dafs die eine von ihnen 
eine leichte Integration gestattete, und die willkürlichen Functionen, die 
in dem Integrale derselben vorkamen, wurden dann so bestimmt, dafs auch 
der andern Gleichung Genüge geleistet wurde. Auf diese Weise ergab 


sich, wenn 
r oder £ oder r+! = 0 


gesetzt wurde, die Gleichung der Schraubenfläche: 
hr Z = ytangDe, 
wo D eine Constante bezeichnet; ferner wenn man 
s—=0 
annabm, die Fläche, deren Gleichung 





6 ar: au cosDy 
f cusDx 
ist, aus welcher dann die allgemeinere 
7 ePsin(ß-ea)z — 4 cos B(x cos@+y sin@«-- a) 





"eus B(x cos ß+y sin ?+ b) 


25? 
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hergeleitet wurde, wo 4, B,a, b, a, ß gleichfalls beliebige Constanten 


darstellen; ferner wenn 
x=.c0s9, y=esin$ und (25) — 0 


gesetzt wurde, die Umdrehungsfläche der Kettenlinie, deren Gleichung 


z—b z—b 

8. ShyYas geiles te 2) 
ist, und welche Meusnier nicht durch diese Methode, sondern durch die 
Forderung, dafs die entstehende Fläche eine Umdrehungsfläche sein solle, 


erhalten hatte, und wenn man endlich 


(; - 15) m. 


annahm, eine Fläche, deren Gleichung 
—_ 41n0 7 (0?+a*)+V (e!—b°) _ b ‚/(g’°+a? 
9 Z=blog . — (arc [tang = (E5)] +03+c 


ist, und von welcher die Schraubenfläche und die Umdrehungsfläche der 
Kettenlinie specielle Fälle sind. Auch wurden für jede dieser Flächen die 
willkürlichen Functionen ®a, Wb in dem Integrale (4.) bestimmt, und im 
Allgemeinen gezeigt, wie man jedesmal diese willkürlichen Functionen 
durch Integration einer gewöhnlichen Differenzialgleichung vom 
ersten Grade, für welche die Bedingungen der Integrabilität 
erfüllt werden, bestimmen könne, wenn man auf irgend eine Weise, 
also z.B. durch die angewandte Zerfällungsmethode, eine endliche Gleichung 
erhalten hat, welche der Diflerentialgleichung 3 = 0 Genüge leistet. 








Hieraus ersieht man, dals bis jetzt dasIntegral unserer Gleichung 
zur Erfindung neuer Eigenschaften, oder neuer specieller Fälle, noch nicht 
benutzt worden ist. Als Grund hiervon kann man annehmen, dals es 
zwar leicht ist, passende Functionen ®a, ®b, aufzufinden, welche in den 
Systemen (2.) oder (4.) eine Integration gestatten: dals es aber bei 
weitem schwieriger und gröfstentheils unausführbar ist, diese Functionen 
so zu wählen, dafs man die Quantitäten @ und 5 aus einem dieser Sy- 
steme eliminiren könne, und dafs das Resultat auch wirklich eine Fläche 
darstelle, und nicht etwa blols eine Gleichung zwischen drei veränderlichen 
Größsen sei. Da es mir jedoch, wie erwähnt, in der angeführten Ab- 
handlung gelungen war, die willkürlichen Functionen zu den bekannten 
Gleichungen der Flächen (5.), (6.), (8.), (9.) zu finden, so mulste sich 
der Gedanke darbieten, die Untersuchung umzukehren, und, 
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von dem Integrale der Gleichung (1.) ausgehend, willkürliche 
Functionen ®a, Wb aufzusuchen, welche eine Elimination von @ und 
| b gestatten, und zu Gleichungen von neuen Flächen führen. 

Dies ist der Zweck, den ich mir im ersten Abschnitte dieser Untersuchung 
zu erreichen vorgesetzt habe, Es-haben sich auf diesem Wege drei neue 
Flächen ergeben, deren eine überaus einfach und die Correspondirende 
der Fläche (6.) ist, indem sie zu jener in einer ähnlichen Beziehung steht, 
wie das Ellipsoid zu den Hyperboloiden. Der zweite Abschnitt dieser 
Abhandlung verfolgt zwar einen ganz andern Endzweck, hat jedoch mit 
dem ersten das gemein, dafs die Untersuchung sich gleichfalls auf dem 
Integrale der Gleichung (1.) stützt. Die bisher angestellten Untersuchun- 
gen hatten nämlich, auf den verschiedensten Wegen, z. B. durch die be- 
reits angeführte Zerfällung der Gleichung (1) in die beiden 

r+t=0, 
10. r—2pgstpt=0, 


oder indem man x = £c0s, y = esind, und (£) — 0 setzte, zu dem Resul- 


tate geführt, dafs die Schraubenfläche unter den kleinsten Flächen enthal- 
ten sei. Dabei war man also entweder von der Entstehungsart jener Fläche 
durch Bewegung einer immer horizontalen geraden Linie, deren allge- 
meine Gleichung bekanntlich (10.) ist, wenn man die feste Ebene, der 
die bewegte Linie immer parallel bleiben soll, zur Coordinatenebene der 
xy annimmt (vergl. Monge, Applic. de analyse a la Geom. ed. 1807. 
pag.64.), oder von der Gleichung A=0 ausgegangen; und als einen 
speciellen Fall ihres Integrals hatte man z=ytangDx gefunden. Es 
fragte sich nun, ob aufser der genanuten Fläche noch andere kleinste 
Flächen durch Bewegung einer geraden Linie entstehen könnten, 
möchte übrigens das Gesetz der Bewegung sein, welches es wollte, oder 
mindestens, wenn etwa der Elimination Schwierigkeiten in den Weg 
träten, ob sich für diesen Fall nicht die Form der willkürlichen Func- 
tionen vollständig bestimmen lielse. Bei dem ersten Anblicke scheint es 
zwar, als bedürfe es dieser Untersuchung gar nicht, und als könne man 
geradesweges behaupten, nur die Schraubenfläche könne durch Bewegung 
einer geraden Linie entstehen, und zugleich der Eigenschaft des Minimums 
der Area theilhaftig werden. Denn es seien zwei nicht in einer Ebene 
beflndliche gerade Linien gegeben; nimmt man ihre kleinste Entfernung 
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als Axe eines geraden Cylinders an, um dessen Oberfläche eine Schrau- 
benlinie sich hinaufwindet, und läfst durch dieselbe, und durch die Axe, 
eine die letztere stets unter rechtem VWrinkel schneidende gerade Linie 
sich hinaufbewegen, so ist das von der Schraubenlinie und den beiden 
gegebenen geraden Linien begrenzte Stück der Schraubenfläche, nach dem 
Vorigen, die kleinste, von den beiden gegebenen Linien begrenzte, Fläche, 
Liefse sich also durch dieselben noch eine andere, von der Schrauben- 
fläche verschiedene, kleinste Fläche legen, so würde jene nicht die kleinste 
sein. Aber, abgesehen davon, dals die Unmöglichkeit, dafs beide Flächen 
auch wohl gleichen Inhalt haben könnten, nicht von vorn herein ein- 
leuchtet: so ist offenbar bei der angegebenen Entstehungsart auch noch 
die Annahme gemacht, dafs nicht blofs die durch die gegebewen beiden 
Geraden begrenzte Fläche, sondern auch jedes Stück derselben, welches 
durch eine von ihnen und durch eine andere Gerade abgeschnitten wird, 
die der Ebene parallel ist, welche auf der kleinsten Entfernung der bei- 
den gegebenen Geraden senkrecht steht, oder jedes Stück, welches durch 
zwei solche gerade Finien begrenzt wird, ein Kleinstes sein soll. Ob 
aber diese Forderung in der Natur der Sache liege, oder eine der gepen- 
wärtigen Frage ganze fremde Bedingung in die Rechnung bringe, scheint 
mir nicht leichter, als auf dem angegebenen Wege untersucht werden zu 
können. Hat sich nun auch das verlangte geometrische Resultat, we- 
gen der Unmöglichkeit der Elimination, nicht ergeben, so scheint mir doch 
das analytische Resultat, durch welches die Form der willkürlichen 
Funectionen in diesem Falle vollständig bestimmt wird, nicht ganz unbe- 
merkenswerth, da man aus demselben, in Verbindung mit einem andern, 
später anzuführenden Umstande, mit grolser Wahrscheinlichkeit schliefsen 
kann, dafs es allerdings keine andere Fläche als die Schraubenfläche gebe, 
die, in unserm Falle, durch die Bewegung einer geraden Linie entste- 
hen kann. 


2. 

Indem wir nun zur Untersuchung der Functionen, welche eine 
leichte Elimination gestatten, selbst, schreiten, wird man vor Allem daran 
denken können, den Functionen Pa, YÖ, in den Gleichungen (3.), alge- 
braische Werthe beizulegen, da man alsdann, nach vollbrachter Elimina- 
tion, eine algebraische Gleichung für die verlangte Fläche erhielte. Aber 
selbst die einfachsten Annahmen führen auf endlose Weitläufigkeiten. Setzt 
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man nemlich die eine derselben Yb gleich einer Constante, so nehmen 
die Gleichungen (3.) die Form an: 

z= + 420"a—3Aadoa, 

y= — 2ap"a+Ra—1)APe, 

z—= +40" a— 242 0V a +ta—C, 
aus welchen die einzige Quantität a zu eliminiren ist. Man gelangt also 
durch diese Annahme nicht zu einer Fläche, sondern zu einer Linie. Hier- 


nach werden 
Da zo, vVb=b 


zuversichtlich die einfachsten Werthe sein, die man den willkürlichen Func- 
tionen beilegen kann; durch dieselben erhült man: 


\* = —3AdAa—3Bl, 
11. \? = (la —1)A+ 2 —1)B, 
z = —24a+a+2b’Pb—b, 


oder, nach Elimination von A=y(—1—a?) und B=y(—1—2?), 


2a —1)+3ay\? a 
(rs ) +94) gen 0, 


(252 —1)c+3by\? a 
(ae ) Ra) er, 


z—(a—b)(3+2o’+2eb-++ 20”) = 0, 
Aber der Versuch, @ und 5 aus diesen Gleichungen zu eliminiren, ist fast 
unausführbar, und um so weniger anzustellen, als das Resultat, gesetzt auch, 
es stellte wirklich eine Fläche dar, doch von so hohem Grade sein würde, 
dals man an eine Benutzung dieser Fläche zu dem Zwecke, um dessent- 
willen die speciellen Flächen allein gesucht werden, nicht im Entfernte- 
sten denken könnte; der Zweck kann offenbar kein anderer sein, als: 
durch die Zusammenstellung der gemeinschaftlichen Eigenschaften verschie- 
dener specieller Flächen, zu einer Eigenschaft der allgemeinen Fläche zu 
gelangen. Noch ungleich weitläufiger wird die Rechnung, wenn man den 
willkürlichen Functionen Werthe beilegt, deren zweite Differentialquotien- 
ten nicht verschwinden; und so wird sich aus den Gleichungen (3.), trotz 
dem, dafs die Integrale aus ihnen verschwunden sind, wohl kaum ein be- 


merkenswerthes Resultat herleiten lassen. 
3. 


Wenden wir uns nun zu den Gleichungen (2.), welche vor der 
Form (4.) Jen Vorzug haben, dals in ihnen die irrationale Quantität 
y(1-+.0?) verkömmt, welche offenbar für die Rechnung bequemer ist, als 
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die: YI1+(9o?)]. Setzt man Pa=:1A, wo 4 eine willkürliche Func- 
tion von «@ bezeichnet, und :’= —1 ist, so wird Pa — aa = — fa D'’a.da 


——ıi adA=—ifa4'da und ifvAate)p"ada=—/Y(1+a2) Ada; 
macht man die ähnlichen Annahmen in Beziehnng auf 2, so wird 

c=ı1A-iB, 

nn. »= —ifa4'da—ifbB'db, 

s= —i/yl+o)4da+/ya+yBdb. 
Unter dieser Form wollen wir hier beständig das Integral der Gleichuug 
(1.) gebrauchen. Die zuerst sich darbietende Annahme ist auch hier offen- 
bar: A’ und B’ Constanten gleich zu setzen. Es sei also 

46 2mP; 
hierdurch erhält man: 
= Cie+Cib, 








u Cia? C ib? 
> stk: Tulesschun: Ya, 
CaVY(i+a?) , C'bV(1+b: " 
— 3 Clog[v +3) —b]. 
Setzt man bier, um den einfachsten Fall zu erhalten, = —-C, und x, 


“. x 4 z . 
y, z resp. für TG 7, 50 wird 
e= 2 (a—b), 


U, 2 2 
Y —— ea N —hb }* 


2 jayli+e)+ Hy +5) = Hlogfivit)—ally+ bl), 
folglich 
13. 2 et Var HV HEN) L 2 mar tray 4) — (1a?) vO+Y) Lab 
Nun aber ist 
Y ix 
also \ 

IH =t+iy, 148 = t-iy, 
wenn, Kürze halber, 
14. 1+ u — = f 
gesetzt wird. Setzt man nun 
= ed, yo gning, 


fol glich 
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so wird 15. tr 
vAi+e)= &(cos53$-+isinz 9), v(1+b’ = 0(008539—i5in3 9), 


also 


‘ i 


ayi+a)+iyt+b) = —— 00839 +2 xsin}$ 
— ZVQe +) +eYRe— 20), 
vu+yAa+D+ab=e+5+7- 


Werden also diese Resultate in (13.) gesetzt, so erhält man: 


2. Zuy (2e+21)+xV (2e—2t) 2: Lylro-H2t)—xy (2e—21) 2 - 
hr I x nn Y x 
#5” iR...” = +5 tr75 


in wecher Gleichung £ und ge durch (14.) und (15.) bestimmt, und rt 


16. 


vr 


T rn resp. für x, y, z gesetzt werden müssen. Dies ist also der Glei- 


chung einer neuen, von den bisher bekannten sich sehr wesentlich 
unterscheidenden, Fläche. 
4. 

Man versuche hierauf, für die willkürlichen Functionen ganze Po- 
tenzen zu setzen. Man kann aber gleich Anfangs bemerken, dafs man 
dann von den negativen ganzen Potenzen nur die (—1)' zu untersuchen 
braucht, Ist nämlich erstens 

4 =(a", B=Ch, 
wo C und C’ beliebige Constanten bezeichnen, so erhält man 
Cia”t! Gibt 
Te I WET 
0 Ciamt? Clibet 
at Yale = 16, 
s— — CO /yAa+o').o”da+C' vA+6).0”db. 


Ist hingegen zweitens 





C C 
‘ FE m 
4= amt+3) Bb= d"+3 9 
so wird 
„ni Ci Ci 
_eTmtdaerT nt) 
Ci Ci 








ts mar tan 
z- 1 BAER + ee db. 


br+3 





amt3 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XIII. Hit. 3. 26 
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, n .- 8 * 
Wird aber in diesen Gleichungen —> 7, resp. an die Stelle von a, b ge- 


setzt, so erhält man ganz’ dieselben Werthe für y, x, —z, die man bei der 
ersten Annahme für x, y, z erhalten hatte. Die Resultate werden sich 
also auch nur auf die so eben angegebene Weise von einander unterschei- 


den, und folglich dieselben reellen oder imaginairen Flächen darstellen. 
Setzt man nun 


nn = — 1, 0, 1, r Fe ...o 
so wird 


—(m+3)= —2 3, 4 —5, —6, 2.00 
woraus hervorgeht, dals, mit Ausnahme der (—1)'” und (—?)'”, die eben 


dasselbe Resultat geben, jede negative Potenz durch eine positive reprä- 
sentirt wird. 


Es sei also gegenwärtig 
C C\ 
A' = 2 B' = es 
so erhält man auch hier den bei weiten einfachsten Fall, wenn man 
C=—C setzt. Hierdurch wird 


= log; 
y= — !(a—b), 
z+ yl+a)+y(1+2°) = log (IYG+ =) + [V(I+ 5) +]; 


wo Kürze halber x, y, x für T } T rn gesetzt sind. Die letzte Gleichung 
giebt: 


17. Zest/ütan4yarn L 2 Vüra)-arıy — VAtad)V HL) 











ab 
Bi a m . 
Da aber er, also b=ue'*, so ist 
ix 
iy=a—b= —Tliae’sinir, 
daher 
yezsix , yehix 
Ben " Rsinix? u  Rsinix 
und 
t—iy? sin ti+iy?sinz 
ER Y ana. 4 
de 4sinix? ER m Asinäx? ’ 
wenn 


18. 4sin3x’4 y’cosx = ! 
gesetzt wird. Nun sei 


t= 0089, y’sine = esinY, 
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also 
Br 19. e’ = "+ y’sina”, 
so wır 
_&co3% _V(o-+tft) 
- v(i-+e)+y(l+2)= ig ee 
un 
v(1-+e’) v(1+2°) = ech 


Werden also diese Werthe in (17.) substituirt, so erhält man 


20. 1 et cosecäx V (so+4t) u. 4 ge sosec bx V (40+4t) in 4 sin Z + e 
wo £ und e durch (18.) und (19.) bestimmt werden, und . 2 ra für 
x, Y, z zu setzen ist. Dies ist also abermals eine neue, der Glei- 
chung $/=0 Genüge leistende, Fläche. 





>. 
Man setze drittens 
A=LCoa, B= CV, 


so wird 
== till HC), 
y=—2(Ca +0, 
== — C++ +0), 


und das Resultat der Elimination von @ und 5 ist also gegenwärtig, wie 


® .. nom Ü £ 
in allen den Fällen, wo #= Ca” oder = nr gesetzt, und eine ähn- 


liche Annahme für B’ gemacht wird, in einer algebraischen Gleichung 
enthalten. Aber selbst in dem einfachsten Falle, der auch augen wieder in 
C+-C’=0 enthalten ist, führt die Elimination von 5 auf 2 2 Gleichungen 
für « vom vierten und vom sechsten Grade, so, dafs es nicht die Mühe 
lohnt, die Rechnung weiter fortzusetzen. Mit noch geringerem Erfolge 
wird man es versuchen, 4’= Ca’, Ca?’ u. s. f. anzunehmen. 


6. 
Es sei viertens A =; Fee 5, so wird 





4 = Carc(tang= e), 
fa4'da = #Clog(1+0°, 
/vate)4da= Clogly(i+o)—al. 
Macht man nun die ähnliche Annahme für PB’, und setzt Kürze halher 
arc(tang=«e)=a, arc(tang=L)=L, so wird 


\ 


26 * 
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—= i(Cd+CPß), 

i(C log cosa + C’log cosß), 

—= Clogtang(Z# —30)+ C’logtang(Z 7 -+1P). 

Hier ist, wie man leicht bemerken wird, nur in den Fällen an eine Eli- 
mination zu denken, wo entweder C=C(‘, oder C=—(’, 


\ 


x 
7 


;s auch setze man 2Da und ?Db 


sa ee 
Es sei also erstens C= C =;p7 





vesp. für a, ß, so wird 
x —= a-#b, 


1, )y >= 55 log(cos2Die.cos2Db), 


zz == >; logftang(4#—Da). tang(4= + DÖ)], 


aus welchen Gleichungen nun @ und 5 zu eliminiren ist. Aber dies sind 
ganz dieselben Gleichungen, die in meiner oben angeführten Abhandlung 
pag. 274 angegeben sind, nur dals y mit s verwechselt ist. Wie dort, 


folgt auch aus denselben: 
Dpy __ cosDx 


cosD)z? 
welches die bereits bekannte Fläche (6.) ist, da es erlaubt ist, die Coor- 
dinaten mit einander zu verwechseln. 


e 





ra 
2Di 
ß resp. für @ und 5 gesetzt, so wird 


Es sei zweitens C= —('’= ‚„ und es werde abermals « und 


x = a—b, 
BR ie cos? Da 
22. Y 72008 5052Db? 
1 
s= ;n;108 [tangz= — Do)tang(r—D)]. 


Um aus dieser Gleichung @ und 5 zu eliminiren, wollen wir zuerst einen 
ganz directen Weg einschlagen. Es ist 
erDy — 1—tangDa®* 1-HtangDb*? 2. 1— «a? 1+tang(Da—Dx)? 

i--tang Da*"1—tangDb? 1+0?' 1—tang(Da—Dx)*? 
wenn Kürze halber tangDea=u gesetzt wird. Setzt man auf gleiche 
Weise tangDx= =, so hat man 


1+tang (Da— Da)? _ (te? Ha — _ (ter) °) 


1—tang (Da—Dx)? 7 (lI+aeSy?— (a 8? 7 (A-ar)(t—)+teai’ 


also 
e2Dy — (1—«*)(14-£°) 4 T— a? 























 d- er) 1—&)+4ei  (l—a?)eos2Dr+2?esin2Dxr?’ 
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oder 
Isin?Dx 


am " 


1— ea 1+S-+e-tei 
1+-«@'1—i+e+e£’ 


23. e”’”y —= 0082Dr— 
Ferner geben die Gleichungen (22.) 
e??=i — tang(!#—Da)tang(4r—Da+De) = 








woraus sich leicht, wenn 
24. e = -+secDz 


gesetzt wird, 
o—1 


S--itang Dz 





G = 

ergiebt. Hieraus folgt 

| FFR 2) _ (e—1)’—(S+itangDz)? _ seeDz—gc0sDz—L£sinDz.i 

2 a 2(e—1)(&+itangDz) (ge —1)(ScosDz + sin Dz.:i) 
Multiplieirt man dieses Ausdrucks Zähler und Nenner durch 
secDz—ecosDz+{sinDz.i, 
so wird, nach leichten Umformungen, der Zähler =(e—1)’, und, nach 
Weglassung des Factors e—1, wird der Nenner 
= —(e—1)5ensDz’ +-sinDzcosDz[?+seeDz’— p]:, 
also, in Folge von (24.), 
= ((—1)[—$cosDz-+esinDzcosDz.7]; 











folglich haben Zähler und Nenner von 3(@a— —) den gemeinschaftlichen 


Factor (e—1)’, und man erhält 
2 

a — a! 
Setzt man nunmehr diesen Werth in (23.), und restituirt für & seinen 
Werth tangDx, so ergiebt sich 

25. e””y = 1— 2sinDx’sinDz’—%>sin?Dxsin? Dz.:, 

als Resultat der Elimination von @ und 5 aus den Gleichungen (22.). 
Hier sieht man nun sogleich, dafs, für ein reelles D, diese Gleichung eine 
Linie und nicht eine Fläche darstellt. Denn, da sie dieForm Ü/-+Yi—=0 
hat, so muls U=0, /=0 sein; diese beiden Gleichungen stellen also 
eine Linie dar, ausgenommen, wenn die eine derselben durch die andere 
befriedigt wird. Dies ist aber offenbar hier unmöglich, da U Exponen- 
tialgrößsen und Kreisfunctionen, / aber nur Kreisfunctionen enthüllt. 





= — Sc0osD=’-+gsinDzcosDz.i. 


y# 
Man setze aber in dieselbe Gleichung (25.) Di statt D, so nimmt 
sie die Form 
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eus2Dy—isin?2Dy = 1—2(° 


e eDx I e-Dx er ed e-2:) > 


oder, indem man 


Mann u y urn 65 1,/(,2D 
5) 5) + z0(e En =2D%) (e?P2__e-?D:) i 
an, WO 




















ex En e-Dx ePx ur. e-Dx , 
5) re 5) en Y 
eD: 4 e-D: nu; eP: aaa e=Dz y 
D) Fr 3 2 == > 


setzt 
26.  sinDy?’—y?d®+-[sinDy cosDy+eydyiji= 0. 

Auch diese Gleichung hat also die Form UY+-Yi=0, und sie würde 
lemnach gleichfalls eine Linie darstellen, wenn nicht dadurch, das UY—=0 
vesetzt wird, zu gleicher Zeit die Gleichung / = 0 befriedigt würde. 
Dies geschieht aber in der That. Denn es sei 

27. sinDy’ = vr, 
so wird hierdurch der Factor von Z, in (26.), = 

y'ö’(cosDy+teyd). 

Da aber 

Y—y” —— 20° nn 1, 


so ist 





. “ al? 2 
coDy’ =1—y’i"— ye(1—2 — 5) =Yyie, 
und folglich 
cosDy+teyÖ = 0); 

Es verschwindet also dadurch, dals der reelle Theil von (26.) =O ge- 
setzt wird, auch der imaginäre, und demnach ist (27.) 

S Dx „Den 4,D2__ Di 

28. siunDy — +( > )( 2. ) 
die Gleichung einer neuen, der Gleichung /=0 Genüge lei- 
stenden, Fläche, wo es gleichgültig ist, welches Vorzeichen man dem 
zweiten Theile vorsetzt, da das eine in das andere übergeht, wenn man 


D in —D verwandelt. 





Aus dem Bisherigen geht also hervor, dal, da die Gleichung 
27.) sowohl dem reellen, als dem imaginären Theile von (26.) besonders 
Genüge leistet, diese unter die Form 
(sin Dy?’— y OP [sin DP—y’ Or Zi = 0 
mufs gesetzt werden können, wo /F eine noch unbekannte Fanction von 
x, Y; 5, und p einen positiven, ächten Bruch vorstellt, der auch =1 sein 
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kann. Dieser Gleichung wird nun zwar auch Genüge geleistet, wenn 
man den zweiten Factor besonders =0 setzt. Da aber die hieraus sich 
ergebende Gleichung auf keine Weise eine Fläche darstellen kann, so ist 
die Kenntnils desselben um so mehr überflüssig, als sich leicht übersehen 
läfst, dafs er nur ein, durch die Elimination von @ und 5 in die Rechnung 
gekommener, überflüssiger Factor ist. Man kann nämlich die Gleichung 
(28.) aus (22.), ohne dafs sie mit jenem Factor behaftet wäre, herleiten. 
Dies geht auf folgende Weise an. Setzt man in die drei Gleichungen (22. 
Di statt D, so geht die zweite in folgende 2 


1 log „me pe? 
= sDi Es 





oder, wenn 
e?Da 4 e=?Da — F, erD? L e=?D> — G, 
eP@ + e-?« uf, ed? Le->b = ß, 
eDa__eDe — fi ed _ eDı — g', 


gesetzt wird, so ist 


=), 


. e BE 1; - G F—G 
29, 2sın Dy =; V(£) — V(2) m 23V (Ez)' 
Auf diese Weise wird die dritte Gleichung (22.): 
DR u 1—tangDia 1—tangDib er Lsf gig ai Kif’g—is)” 
= TftangDia IFtangDib — SHif tig — PATE HF 
folglich 


e-?: — 


also 




















if : gig u SHtif gig‘ 
IyF +f’) V@+ig”)’ EYPHP v(’+f?)? 
wo beide Male dieselben AA zu setzen sind. Demnach ist 
re Fr 
2 = VPH")V (8 -+ 3”)? 
oder, wenn man für f, 8, .... ihre Werthe setzt, und bemerkt, dafs 
P4f=2R 8+g"=26: 


eDz—_e-D: eD(a+b) __ e-Dia+b) 

















Sure 7 7 yeah 
Multiplicirt man diese Gleichung mit 
eDx _ e-Dx ePta-b) _. e-D(-5) 
- Tagen: 2 ’ 





so wird das Product der zweiten Theile 


e?Da —2Da__ „2Db__ ,—?Db F-G 
BBRN: zuun. < 00 der i= 3 i= +sinDy (wegen (29.)); 





ZV(F6) I=3Y7E0) 
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folglich ist 


ePx —_ e-Dx ePD:z — e—Dz 


5) 5 2 . 





sin D y= 
mit (28.) übereinstimmend. 
Verwechselt man dieZeichen der veränderlichen Coordinaten, und setzt 


D —Dx D D 
. . et —e e=Y — ey 
30. sinDz = +- 5 . 5) _ 


so findet man für die Krümmungshalbmesser dieser Fläche folgenden ein- 
fachen Ausdruck : 


x 





% edx Le Dr BrLeDr + 1 sinDz’ 
> 2 r 2 > 
wo z’ die dritte Ordinate des Punctes anzeigt, dessen beiden andern Coor- 
dinaten 2x und 2Y sind. 


AR = 








8. 
Es ist bereits oben bemerkt worden, dals man die Gleichung 


FR cos Dx n. cosDy 1 
eDy = 1 AR Iso e®’—= s ge’ : 
—.p; aus (2 ), also os Dam AUS Monge’s Form (4.) erhält, 


wenn man 


1. Qu = 5m logtang (4 r”—Dao), Hub m — 5 logtang(2#—D)) 


setzt, und beiden Wurzelgrölsen in z dasselbe Vorzeichen giebt. Fer- 
ner baben wir die Gleichung (28.) aus (22.) hergeleitet. Verwechselt 
man also y und z, und setzt — 5 stattd, so sieht man, dafs 

b DE ex ey — —Dy 

sinDz = + . 














2 - 2 
das Resultat der Elimination von @e und 5 aus den Gleichungen 
x =ua-+tl, 
Y:= — log stang(ia—Die)+ 25 n1og gtang(Zm— Dib), 
1 - 
z = 5m log cos?2Dia— 5; 10gc0s2Did 
ist, welche abermals die Form der Gleichungen (4.) haben, indem 


FR N 1 
32. Ge = — zylogtang(4r— Die), van 57 logtang (47 — Dıb) 


gesetzt wird, und den Wurzelgröfsen in z entgegengesetzte Zeichen beige- 
legt werden. Beide Annahmen unterscheiden sich also blols dadurch, 
dafs das erste Mal den Wurzelgröfsen dasselbe, das zweite Mal verschie- 
dene Vorzeichen vorgesetzt, und in diesem Falle ein imaginärer, in je- 
nem ein reeller Parameter angenommen werden mulste, um eine reelle 
Fläche zu erhalten. Diese Bemerkung führte uns darauf, zu versuchen, 
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ob sich noch neue Flächen ergeben, wenn man, statt, wie in diesen bei- 
den Fällen (31.) und (32.), den willkürlichen Functionen verschiedene 
Vorzeichen beizulegen, ihnen dasselbe giebt, dann den Wurzelgröfsen 
in z abwechselud dasselbe oder ein verschiedenes Zeichen vorsetzt, und 
den Parameter in allen Fällen sowohl reell als imaginär annimmt. 

Diese Annahmen haben folgende Resultate gegeben: Aus den Glei- 


chunsen 
u a-+b, 


F logtang(Zr=—De)+ 55 logtang (# — Db), 


I 


x 
Y 


a 


= + 5,log(c0s2 Da.cos?2Db) 


folgt, durch Elimination von @ und 5: 
5 - eDy— eyD eDx _ e-Dx 
33. +2snDzs = — 


eDx_ e-Dx e?y — e-Dy” 








Nimmt man zweitens x und y wie vorher an, setzt aber 


1 6 c0o82?Da 
3D 5 0052 Db?’ 


a 


= + 


sc erhält man FE 
£ + EP ET wer 
34 +cosD 5 5 R 


Auch bemerke man noch, dafs die auf einem andern Wege, als dem 
bisherigen, herzuleitende Gleichung 


35. +2c0osDz = 





eDxL .—Dx eDy 4 e-Dy 
eDyte-?y T Dr .-Dx 
der Gleichung (1.) Genüge leistet. Aber man übersieht sehr leicht, dals, 
man mag den Parameter D reell oder imaginär annehmen, keine dieser 
Gleichungen (33.), (34.), (35.) eine Fläche darstellt, da für reelle Werthe 
von x und y, sinDz und c0osDz grölser als die Einheit werden. 

Aulser den bisher untersuchten habe ich noch folgende Annahmen: 




















u C C . at a 
Aa adtar Yuray VL, Zara CVYlihes), 
C CY (i+.a? . 
ve)’ Cr ) untersucht. Sie haben aber entweder nur zu den 


bereits erhaltenen Resultaten, oder zu imaginären Flächen, oder zu der 
Umdrehungsfläche der Kettenlinie geführt; oder die Elimination liefs sich 
nicht bewerkstelligen; weswegen ich es für unnöthig- halte, sie einzeln 
hier durchzugehen. 
Zu der Schraubenflüche (6.) und der Umdrehungsfläche der Ket- 
tenlinie (8.) sind also gegenwärtig noch fünf, durch die Gleichungen (7.), 
Crelle’s Jonrnal d. M. Bd. All. Hft.3. 27 
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(9.), (16.), (20.), (30.) dargestellte, neue Flächen hinzugekommen, deren 
erste ich, .in ihrer speciellen Form (6.), im Verein mit der letzten, in einer 
bald folgenden Abhandlung besonders untersuchen werde, und deren zweite, 
wie bereits erwähnt, die merkwürdige Eigenschaft hat, dals zwei, in Ent- 
stehungsart und Form sich auf das Bestimmteste von einander unterschei- 
dende, Flächen als specielle Fälle von ihr erscheinen, 


9. 

Wir gehen nun zu der angekündigten zweiten Untersuchung über, 
durch welche wir zu entscheiden suchen, welche Form die willkürlichen 
Functionen in dem Integrale (12.) haben müssen, wenn die kleinste Fläche 
durch Bewegung einer geraden Linie entstanden sein soll. Hierbei wer« 
den wir so zu Werke gehen, dals wir zuerst aus den Gleichungen (12.) 
die Werthe von p, 9, r, s, £ herleiten werden, die der .Gleichung (1.) 
der kleinsten Fläche angehören; diese Werthe werden wir alsdann in die 
allgemeine Gleichung der durch Bewegung einer geraden Linie entstande- 
nen Fläche substituiren, und uns auf diese Weise eine neue Gleichung 
verschaflen, die beiden genannten Flächen angehört; die Integration der- 
selben führt dann zu der gewünschten Form der willkürlichen Functionen. 


Durch Differentiation des Systems der Gleichungen (12.) hat man 


nämlich : 

da 

36. 1% —zjadda—ıbB’db, 

dz — y(l+a’)4’da+y(1+b’)B’db. 

Da aber z eine Function von x und y ist, so hat man auch 
ds = pdx-tgdy = 14 (p—ga)da-+iB’(p—gb)db, 

welches, mit dem obigen Werthe von dz verglichen, 

37. et = 0, 

p—gb+iv(i+b) = 0, 


_ibV (14a?) +iaV (1-+b2) 


nei b—.a 
38. _ iV 4a) HIV +22) 


b—a 


i4’da+tiB'db, 


also 





BI 





giebt. Ferner ist 
dp = rdas-+sdy 
dg = sdx-tdy 


iA’ (r—sa)da+iB’(r—sb)db, 
i4’(s—ta) da+iB’(s—tb)db, 


sl 


also 
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(2) = ie (2) = ia, 


d ‚ d . 

(7) =iBer—s0, (4) = iBls—eD), 
Vermittelst dieser Werthe erhält man, durch Differentiation der Gleichun« 
gen (37.) in Beziehung auf @ und 5: 





iA sa)—iA (S—La)a—9— Zen == (0, 
r—sb —(s—tlb)a = (, 


iB'(r—sb)—iB' (s—tl)b— 





ib 
ty d 
d. h., wenn für 7 sein Werth gesetzt wird: 








2 C 
r—lastuat = 7 
39, r—(a-b)s-abt = 0, 
r—2lbs+l’t = A 
wo Kürze halber 
prertrgtenvute Ci 
b—.a Seen, 
40. yv(i+a').A4 Be u, 
vA+2).B = PR: 


gesetzt worden ist. Multiplieirt man nun die drei Gleichungen (39.) resp. durch 
b, —2ab, +0, 
alsdann durch 5, —(e+Öb, a, 
endlich durch 1, —2, +1, 
und addirt, so erhält man 








2 b?C 2C 

(b—a)'r ne a? +- ’ 

bC C 

41*). b—u)s = or + 78 
a 

(b a) = a? + r. 





®) DBeiläufig mag bemerkt werden, wie man vermittelst (38.) und (41.) sehr 
leicht zeigen kann, dafs die Gleichungen (12.) das Integral von (i+g?)r—2pgs 
--(1+p*)t=0 darstellen. Denn bezeichnet man die Zähler von p und g in (38.) 
durch p‘. und g‘, und setzt die Resultate aus (38.) und (41.) ia den ersten Theil der 
eben genannten Gleichung, so wird derselbe — 


= alt ++ tea 


27* 
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Setzt man ferner 





dr =Adxz-+udy = iA (k—ua)da+fiB’(A—nb)db, 
ds = nudcetvdy = iA’ (u—va)da+iB’(u—vb)db, 
dt = vdx-+uwudy = 14 (v—wa)dat+iB’v—ub)db, 


differentiirt die Gleichungen (39.), und zwar die erste in Beziehung auf eo, 
die zweite auf @ und auf 5, die dritte auf 5, bemerkt, dafs 
dC\ _ VO+B)f 1-+ab ar 3 WE re 
Fr (b—a)? Ira ryüts )] —  Vll+a?)'b—a” a:B''b—a’ 
und auf gleiche Weise 

en rg A 2 IE re 

dab) Vi+b’) dba PA'd—a’ 
und, dals endlich s— at = 

















(b ne sb — og: so erhält man, 


nach einfachen Reductionen: 




















=] 2 P* 2da 
—_ R —_— dumm — oo 
1 ap + day au let) 
Ci 
BE, Su 
y 2 — (2a+b)u + (a*+2ab)vy— abo = To) B? 
ee Ci 
_- ) 2 vw ad’ — 
— (a+2b)u +t2ab+b?)v — ab? Bo—_JR? 


Ci 2 a? 24 
p* = a)B’ * (b—a)P?4' er ßB'db* 


Setzt man die zweiten Theile dieser Gleichungen Kürze halber resp. 
= —(CiP, CiQ, —CiR, Cis 
und multiplicirt sie resp. durch *) 


i— Sbu — 30b?v — b'ao= 











Da nun 


id —a)V (+39), 
+ti(b—a)VY(!-+a?), 


1 ' 
so ist der Factor von —; sowohl, als der von Eh besonders =, also A=0, wie 


3 

| 
Sn 
q* 
II 


gehörig. 
*) Diese und die oben angeführten Multiplicatoren der Gleichungen (39.) befol- 
gen das Gesetz, dafs die in der obersten Horizontalreihe stehenden, die Glieder der 


Binomialreihe sind, und dafs aus jedem Factor von der Forn Zx.aP 57, wo k der nume- 





k 
rische Eoefficient ist, der darunter stehende Factor = 23 + (p ar-!159--qaP bI-1) se- 


bildet wird. Dafs dieselbe Bildungsweise bei der Bestimmung der fünf partiellen 
Differentialquotienten der vierten Ordnung, der sechs der fünften Ordnung u. s. f. an- 
gewandt werden kann, übersieht man leicht, wenn man untersucht, auf welche \Veise 
die auf einander folgenden Potenzen von b—a aus den so gebildeten Multiplicatoren 


und den Coeflicienten resp. von p, g; r, 5, t; 4, u, v, & in (37.), (39.), (42.) zu- 


sammengesetzt sind. 
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b’ — 302? +30? —_.(? 
alsdann durch F : 2 
b, —(b’-+H2ub), 2abta, —au, 


, —(Rb-+oe), 2c+b, —a, 


hierauf durch 


endlich durch 














1, —;, 3, —1, 
so ergiebt sich 
EV =BEP+ 3080 + 300R +0S, 
PIE SW = EP+ÖbEH+2E)Q + RE HYR+ RS, 
u Pori—y=5P+ Qb+o)Q + (la+b)R +as, 
er == P+ 30 + 3R + 8. 


Durch diese Gleichungen werden also die vier Differentialquotienten der 
dritten Ordnung A, (, v, @, die der kleinsten Fläche angehören, bestimmt. 

Nun ist bekanntlich die Gleichung jeder durch Bewegung einer 
geraden Linie entstandenen Fläche: 

44. A+3um-+3vm’-um: = 0, 
aus welcher 72 vermittelst der Gleichung 
45. r+2sm-4-tm’ = 0 

eliminirt werden muls. Soll also die kleinste Fläche durch Bewegung 
einer geraden Linie entstanden sein, so müssen die Werthe von A, u, 
v, , oder, was dasselbe ist, von A’, a‘, v’, w‘, der Gleichung (44.) Genüge 
leisten. Werden sie aber aus (43.) in (44.) substituirt, so erhält man 
(b-+m’P+3(5+m) (a-+m)Q+3(+m)(a+m R+(a-+m)'S = 0, 


also, wenn 








—b 
En = n, und daher m = — ar) 


gesetzt wird: 46, P+3Qn+3Rn+ Sn = 0, 
und die Gleichung (38.) geht hierdurch in folgende über: 
r—2as+ ta — r—(a-+-b)stabt)a+(r—2bs-+b’t)n’ = 0, 
in welcher die Coefhicienten der einzelnen Potenzen von z die ersten 
Glieder von (39.) sind. Folglich hat man 


1 2 
+5 >= 0, 


eu 
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Hierdurch wird nun (46.) 
P+30ußi—3RafP—SPi — 0. 
Setzt man hierin für P, Q, ft, 5, ihre Werthe aus (42.)', so ergiebt sich: 




















( BD; ß + un. idß Fun 
PA' a B’ A'da B'db 
oder, da mar rn, >, 80 ist 
Y (i+a?’)—YvV'(1422) i de daß RR 
47. ( b—a )I=++1-2%- B'’db 0, 


welcher Gleichung man folgende Form geben kann: 


48. a a 7 1 Ki Suiia 22 2]; 


























5 3 ET 
vV (i+»22 iV (1a BY (1a? ai 1 au 
„rt „rag age ee HERE TE 


Durch diese Gleichung werden hiernach die beiden willkürlichen Func- 
tionen 4, BD, vermittelst der mit ihnen durch die Gleichungen (40.) ver- 
bundenen willkürlichen Funectionen a, ß, bestimmt. Nun bemerke man 
aber, das (48.) aus 3 sehr wesentlich verschiedenen Gattungen von Glie- 
dern besteht, von denen die erste von @ allein, die zweite von 5 allein, 
und die dritte von @ und 5 zugleich abhängig ist. Da aber @ und 5 von 
einander unabhängige Quantitäten sind, so kann jener Gleichung auf 
keine andere Art Grt Genüge geleistet ierlhen ‚ als dadurch, dafs man 








+ N 2er, 
"da 
49. ut) 4 Vi: dB _ up; 
2 B: =. Pre 


setzt, wo F eine beliebige Constante ist, und dals man diese, so wie 
die beiden durch die Integration der Gleichungen (49.) in die Rechnung 
kommenden Constanten, so bestimmt, dals aulserdem, wenn dies mög- 
lich ist, yon der Gleichung 











di ne Vita) bY(i+a2) da , aiV(1-+Hb2) daß __ 
s0. 7 pP a? "da au P* 7 ge .. 
Genüge ii werde. Die vollständigen Integrale von (49.) sind aber 

1 . 2 

1: = Eau +Fy(i+e‘), 

1 


5 = Ed —Fiy(+b), 


Ir) 
wo E, E’ die Constanten der Integration sind. Hierdurch wird der erste 
Theil von (50.) 
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(E+Ei)eytite)—ey(i+2), 
und demnach wird jener Gleichung Genüge geleistet, indem man 
E'=Ei 
setzt, woraus 
1 2 
rem Ea+-Fy(i+e), 
1 


7 = Eb—FyY(l+3) 


folgt, wo E, F beliebige Constanten bezeichnen. Durch diese Gleichung 
ist jedoch noch nicht das vollständige Integral von (48.) bestimmt. Denn 
man kann ihr, wie aus der Form (47.) erhellt, auch noch auf eine parti- 
culüre Art Genüge leisten, indem man 


51. 


1 i 
een 
also 
1 1 
-=+D), z7=-D 


setzt, wo D eine neue Constante ist; und wenn man diese beiden Inte- 
grale in Eins vereinigt, so, dals 


= D+Ea+Fy(i+0)), 
— i(D+Eb—Fy(1+22)) 


wird, so hat man die allgemeinen Formen erhalten, welche den willkür- 
lichen Functionen «a, ß beigelegt werden müssen, wenn die kleinste Fläche 
durch Bewegung einer geraden Linie entstanden sein soll. Setzt man 
diese Werthe in (40.), so erhält man 4‘, B‘, und, vermittelst (12.), sodann 
%, Y; 3 ausgedrückt durch @ und 5. Der Integration steht kein Hinder- 
nils im Wege, wohl aber der Elimination, so lange man nicht den Con- 
stanten specielle Werthe beilegt, welche die Rechnung vereinfachen, Die 
Systeme specieller Werthe aber, die sich zunächst darbieten, sind 

E=0, F=0, 

F=0, D=0, 

D=0, E=0. 
Im ersten Falle hat man r =— 7 - + 3=0, folglich, vermöge (41.), 


t—=0, welche Gleichung nur auf die Schraubenfläche führt. (S. meine 
angef. Abh. pag. 225.) 


ae 8 | 
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. 1 i > 2 
Im zweiten Falle hat man — = 58° also T +3 und folglich, 


vermöge derselben Gleichung (41.), r=0, in welcher Gleichung abermals 
nur die Schraubenfläche enthalten ist. 











. ‚ 1 i ., 1+2b? 
im dritten Falie ist vVare)a” " Variyp folglich n u. 
1+a? _ 0 
in 
führt nur auf die Schraubenfläche (a. a. O. pay. 234). Es haben also 


Hierdurch wird aber r+2=0, und auch diese Gleichung 


« E . .. 1 1 . . 
die einzelnen Theile unserer für —, 7 gefundenen Ausdrücke die eigen- 


thümliche Eiganschaft, dals jeder von ihnen, für sich genommen, auf die- 
selbe Fläche führt, was, in Verbindung mit dem Umstande, dafs in der 
Gleichung der durch 2 grade Linien begrenzten kleissten Fläche, wenn sie 
auf ihre einfachste Gestalt gebracht und von der Lage der Coordinaten un- 
abhängig gemacht wird, nur eine Constante vorkommen kann, weil sie von 
2 andern geraden Linien sich nur durch ihren Abstand unterscheiden, 
dafs also von einer Relation verschiedener Constanten, welche bewir- 
ken könnte, dals die genannte kleinste Fläche verschiedene Gestalten 
haben könnte, nicht die Rede sein kann, es im höchsten Grade wahr- 
scheinlich macht, dals von allen Flächen nur die Schraubenfläche durch 
Bewegung einer geraden Linie entstanden und zugleich die kleinste zwi- 
schen gegebenen Grenzen sein kann, während es allerdings noch ganz 
andere Gleichungen zwischen x, y, als die Gleichung der Schrauben- 
fläche giebt, die zugleich den Gleichungen (1.), (44.) und (45.) Genüge 
leisten. 

Zuletzt mag der Vortheil nicht unerwähnt bleiben, der für die 
Rechnung durch Einführung der Functionen «a, ß statt der in dem Inte- 
grale (4.) vorkommenden ®e, 'yb, erwachsen ist. Denn, während wir 
z. B. im gegenwärtigen Falle « und ß nur constant zu setzen brauchten, 


icosna icosnb 
Me 
n I v n 


angenommen werden, um zu derselben Fläche zu gelangen. 
Kiel, im Juli 1834. 


um die Schraubenfläche zu erzeugen, muls 9« = 























11. Erleichterungs - Mittel der Division mit Zahlen. 209 


11. 


Wie sich die Division mit Zahlen erleichtern und 
zugleich sicherer ausführen läfst, als auf 
die gewöhnliche Weise. 





\ 
Solches geschieht, wenn man an die Stelle der Producte der einzelnen Zif- 
fern des Quotienten in den Divisor, die bei dem gewöhnlichen Divisions- 
Verfahren nach und nach vom Dividenden abzuziehen sind, andere Produete 
in die Rechnung bringt, die, das Nemliche leistend, statt sie zu subtrahi- 
ren, addirt werden müssen; denn es ist, wie Rechnern bekannt, leich- 
ter, zwei Zahlen zu addiren, als sie von einander abzuziehen, und, eben 
weil dies leichter ist, ist das Resultat auch sicherer. Zu den an die 
Stelle der zu subtrahirenden Producte zu setzenden Addenden kann man 
die Producte der einzelnen Ziffern des Quotienten in das Complement, 
oder den Unterschied des Divisors z. DB. von derjenigen Potenz von 
10 nehmen, die zunächst grölser ist, als der Divisor. Diese Producte 
sind zu den Dividenden zu addiren, sobald man, nach geschehener Addi- 
tion, jedesmal diejenige Ziffer des Quotienten selbst, welche der eine 
der Factoren des zu addirenden Products war, in der höchsten Stelle 
der Summe, wieder wegnimmt. Oder man kann auch, wenn die erste 
Ziffer des Divisors nicht 9 ist, zu den zu addirenden Producten diejenigen 
ler einzelnen Ziffern des Quotienten in den Unterschied des Divisors von 
derjenigen Zahl nehmen, die, aus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 links, und 
übrigens aus lauter Nullen bestehend, zunächst grölser ist, als der 
Divisor. Alsdaun hat das Complement des Divisors immer wenigstens 
eine Ziffer weniger, als der Divisor, und man erspart also bei den ein- 
zelnen Producten noch an Rechnung. Da indessen alsdann, statt der 
blofsen Ziffern des Quotienten, ihre Producte in die eine geltende Ziffer 
des Complements, von der Summe, nach geschehener Addition, abgezogen 
werden müssen, so wird meistens das obige erste Verfahren besser sein. 
Der Grund der beiden Verfahren erhellet, in Zeichen, sehr leicht. 
Es sei nemlich D der Divisor, zz irgend eine Ziffer des Quotienten, 2 die 
Zahl der Ziffern des Divisors, S diejenige aus dem Dividenden hervorge- 
Crelle’s Journal d. M. Be. XII. Hit. 3. 28 
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gangene Zahl, von welcher, nach dem gewöhnlichen Verfahren, das Pro- 
duct nD abzuziehen ist, so, dals das Resultat $— mD erfolgt: so 
erhält man offenbar das nemliche Resultat, wenn man, statt »D von 
$ abzuziehen, m (10”"— D)—m.10” zu S addirt; denn es ist 
$ + m (10"— D)—m.10" = S—mD. 
Der Factor m (10"— D) ist aber nichts anders, als das Product der Ziffer 
m des Quotienten in dass Complement oder den Unterschied 10”"—D 
des Divisors D von derjenigen Potenz 10" von 10, die zunächst grölser 
ist, als der Divisor; dagegen ist 2.10” die Ziffer n des Quotienten selbst, 
an die correspondirende, höchste Stelle der Summe S-++ m (10”—D) gesetzt. 
Ist 2.10” die Zahl mit x links und 2—1 angehängten Nullen, so 
ist das Resultat das nemliche: ob man mD von S abzieht, oder ob 
man m (p.10"7"— D)— m 1.10"! zu S addirt; denn es ist 
$-+m (u.10"7"— D)— mu.10"t = S—mD, 
und 2 (w.10”="— D) ist nichts anders, als das Product der Ziffer m des 
Quotienten in das Complement oder’ den Unterschied x. 10”""— D des 
Divisors D von derjenigen Zahl #.10”"', mit & links und angehängten 
Nullen, die zunächst grölser ist, als D; dagegen ist m «.10”' das Pro- 
duct der Ziffer 2 des Quotienten in die geltende Zahl x des Complements, 
an die correspondirende Stelle der Summe S+ m (x.10""'— D) gesetzt. 
Es ergeben sich also folgende Regeln, die, für die Ausübung, am 
besten an Beispielen werden sichtbar werden. 
Erstes Verfahren. Es sei zum Beispiel 30087577019 durch 
635041 zu dividiren, so verführt man wie folgt: 
10” 1000000 
Divisor D 635041 | Dividend | Quotient 
Complement C = 364959 | 30087577019 | 47378 
+46 = + 1459836 
$+4.0C—4.10* = (4)4685937 
+70 = +2554713 
$S+7C—7.10" = (7)2406500 
+3C = + 1094877 
S+3C—3.10° = (3)5013771 
+7C= + 2554713 
$S+7C—-7.10" = (7)5684849 
+8C = + 2919672 


I 

















S+SC—8.10" = (8)604521 Rest. 
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Man sucht nemlich die einzelnen Ziffern des Quotienten ganz auf die 
gewöhnliche Weise. Man sieht z. B. zu, wie oft der Divisor 639041 
in 3008757 enthalten sein kann. Es ist 4 mal. Also ist die erste Ziffer 
des Quotienten 4. Nun multipliceirt man mit 4, nicht den Divisor 635041, 
sondern sein Complement C= 364959, welches 1459836 giebt. Dieses 
Product addirt man zu dem Dividenden 3008757, welches 44685937 giebt. 
Die vorderste Ziffer 4 der Summe (oben in Klammern geschlossen) ist 
nicht hinzuschreiben nöthig, weil sie immer nothwendig der von der 
Summe abzuziehenden Ziffer des Quotienten gleich sein muls. Denn: 
wäre sie grölser, so, dals eine Ziffer in der höchsten Stelle stehen 
bliebe, so würde der neue Dividend, indem für die folgende Ziiler des 
Quotienten eine neue Ziffer des gegebenen Dividenden herunter gerückt 
wird, zwei Stellen mehr enthalten, als der Divisor, was nicht sein darf, 
und es würde alsdann die vorige Ziffer des Quotienten zu klein angenom- 
men sein. Wäre sie kleiner, so würde die Ziffer des Quotienten nicht 
abgezogen werden können, und es wäre dann die letzte zu grofs angenom- 
men. Man sieht nun ferner zu, wie oft der Divisor (nicht das Comple- 
ment) in dem neuen Dividenden 4655937 enthalten sein kann, multipli- 
eirt mit der gefundenen, zweiten Ziffer 7 des Quotienten das Comple- 
ment (nicht den Divisor), addirt das Product zum Dividenden und ver- 
führt wie vorhin; und so immer fort, bis zum Rest. 


Noch ein Paar Beispiele, ohne weitere Erläuterungen, machen an- 
schaulich, wie die Rechnung in der Ausübung aussehen würde. 


Divisor 1043809 Dividend | Quotient 
Compl. 8956191 | 19833439857578 | 19001023 
8956191 
09395349 
80605719 

0001068857 
8956191 
VO2504857 
17912382 
04172398 
26868573 
1040971 Rest. 

















28 * 
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Divisor. 899007 Dividend Quotient 
Comp]. 100993 | 8900970316809 | 9900891 
908937 


8099073 
908937 


005010168 
807944 
8181120 

908937 


0900579 
100993 


1572 Rest. 


Zweites Verfahren.‘ Man nehme das obige erste Beispiel, so 


ist der Divisor 635041, &.10”"" = 700000, also x= 17, und die Rechnung 
ist folgende: 

















w.10”-2 — 700000 
Divisor D = 635041 | Dividend | Quotient 
Compl. C = 64959 | 30087577019 | 47378 


4C = + 259836 
S-4C—4u.10"" = (32—4.7 =) 4,685937 
+70 454713 
$S-+-7C0—7u.10"" = (51—7.7=) 2,406500 
+-53C 194877 
S+-3C—3u.10"" = (—3.7=) 5,013771 
470 454713 
S+7C—7u.10"T = (54—7.7=) 5,684849 
SC 519672 
S+SC—7.10"" = (62—7.8=) 6,04521 Rest. 

















Das Verfahren ist im Wesentlichen das Nemliche, wie das erste, 
blofs mit dem Unterschiede, dals, nachdem die Vielfachen des Comple- 
ments zum Dividenden addirt worden sind, von den höchsten Ziffern 
der Summen nicht die Ziffern des Quotienten selbst, sondern die Producte 
derselben in die geltende Ziffer u der Summe des Complements und 
des Divisors, abgezogen werden müssen, was aber in der Ausübung füglich, 
auch ohne die höchsten Ziffern der Summen erst hinzuschreiben, gesche- 


hen kann. Geschieht dies, so stellen sich die beiden andern obigen Bei- 
spiele wie folgt: 








41. Erleichterungs-Mittel der Division mit Zahlen. 213 


=? 
Divisor 1043809 Dividend 
Compl. 956191 | 19833439857578 
956191 
9395349 
8605719 
001068857 
956191 
02504857 
1912382 
4172398 
2868573 
1040971 Rest. 


Quotient 
19001023 




















A =) 
Divisor 899008 
Comp|. 993 


Dividend 
8900970316899 
8937 
8099073 
8937 
08010165 
7944 
8181120 
8937 
900579 
993 


1572 Rest. 


Das zweite Verfahren erspart, wie schon oben bemerkt, Zalılen, 
indem das Complement nothwendig immer wenigstens eine Zifler 
weniger hat, als der Divisor. Aber es ist, weil die einzelnen Ziffern des 
Quotienten nicht blols, so, wie sie sind, von den einzelnen Summen ab- 
gezogen, oder viel mehr, da sie nothwendig die höchsten Ziffern der Sum- 
men selbst sind, nicht blols in den Summen ausgelassen werden kön- 
nen, weniger einfach; also auch eben deshalb weniger sicher, und folg- 
lich weniger zu empfehlen, als das erste Verfahren. Gleich wohl wird 
selbst das zweite Verfahren, bei einigermalsen grofsen Divisoren, noch 
immer weniger nicht ganz mechanische Rechnung erfordern, als die ge- 
wöhnliche Art zu dividiren, und folglich immer noch leichter und 
sicherer sein, als diese. 


Quotient 
II00891 
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Beide Verfahren ersparen insbesondere dann, wenn der Divisor 
nur wenig verschieden von einer Zahl mit angehängten Nullen ist, gegen 
die gewöhnliche Art zu dividiren, auch noch an Rechnung. Dies 
wird sich an Folgenden zwei, nach der gewöhnlichen und nach der ye- 
genwärtigen Art, neben einander berechneten Beispielen zeigen. 

Erstes Beispiel. 


Gewöhnliche Art. Gegenwärtiges erstes Verfahren. 









































90097 1 375387085143 | 37549973 9997 | 375387085143 | 37549973 
29991 | 3 Q 
73477 73477 
69979 21 
54980 54980 
49989 15 

49958 49958. 
39988 1? 
99705 99,05 
899753 27 
07321 97321 
39973 27 
3484 73484 
69979 21 
35053 35053 
99991 9 
5062 5062 


Da bei dem gegenwärtigen Verfahren, in diesem Falle, die zu addi- 
renden Producte so klein sind, so brauchten sie sogar nicht einmal erst 
ausgeschrieben zu werden, sondern konnten füglich ohne Weiteres zu den 
Dividenden hinzugethan werden. Dann reducirte sich die Rechnung so- 
gar blofs auf Folgendes: 

9997 | 375387085143 | 37549973 
3| 759477 
54980 
99705 
97321 
73484 
35053 
5062 
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| Hier ist, wie man sieht, bedeutend weniger Rechnung nöthig, als nach der 
gewöhnlichen Art. 
Zweites Beispiel. 
























































Gewöhnliche Art. Gegenwärtige zweite Art. 
+ 
3994 | 507907159732 | 127167541 3994 | 507907159732 | 127167541 
3994 6 6 
10850 10850 
7988 12 
256727 28627 
27958 | 42 
6691 6691 
3994 6 
206975 26975 
23964 36 
30119 30119 
27958 42 
21617 21617 
19970 30 
16473 16473 
15976 24 
4972 4972 
3994 6 
978 978 
oder abgekürzt, nemlich, obne die zu addirenden Producte hinzuzuschreiben: 
+ | 
3994 | 507907159732 | 127167541 
6 | 10850 
29627 
6691 
26975 
30119 
21617 
16473 
4972 
978 


Auch hier ist, wie man sieht, weniger Rechnung nöthig, als bei dem ge- 
wöhnlichen Divisions - Verfahren. 

Es verbindet sich auch noch mit den beiden hier empfohlenen Divisions- 
Verfahren ein zweiter Vortheil, nemlich der, einer leichten Pro be, die, 
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in dem Falle, wenn die Producte der einzelnen Ziffern des Quotienten 
in das Complement des Divisors fehlerfrei sind, also dann, wenn sie ent- 
weder aus einer Tafel der 1, 2, 3, »...., 9fachen der Zahlen genom- 
men werden konnten, oder, wenn sie vorher durch Addition berechnet 
wurden, schon eine bedeutende Sicherheit gewährt. Um diese Probe 
zu rechnen, ist nichts weiter nöthig, als, nach geschehener Division, den 
Dividenden, nebst sämmtlichen Producten der einzelnen Ziffern des 
Quotienten in das Complement, noch einmal abzuschreiben, und 
Alles zusammen zu rechnen. Die Summe wird, wenn die Division 
richtig gerechnet war, bei dem ersten Verfahren, mit dem Quotienten, 
mit angehängtem Reste, und bei dem zweiten Verfahren mit dem 
Producte des Quotienten in die geltende Ziffer x der Zahl, zu welcher 
das Complement des Divisors genommen worden, nebst dem Reste, der 
sich, bis auf höchstens seine oberste Ziffer, angehängt zeigen wird, 
übereinstimmen. Denn es werde, wie oben, der Divisor durch D, der 
Dividend durch S, das Complement durch C, ferner der Quotient durch 
( und der Rest durch /? bezeichnet, so soll, der Division gemäß, sein: 
$S= 0.D+R. 
Es wird aber, für beide Verfahren passend, das Complement durch 
U = u.10"—D 
ausgedrückt (für das erste Verfahren ist blofs u = 10 zu setzen). Also ist 
D= 1210 C, 
und folglich, vermöge des obigen Ausdrucks von $: 
$ = Ve. WW OHR. 
Daraus folgt 
S+OC = u.10"1.Q-+R. 

Es ist aber QC nichts anders als die Summe der Producte der 
einzelnen Ziffern des Quotienten Q in das Complement C; und folglich 
ist diese Summe, zusammen mit dem Dividenden 5, nemlich S-+-OC, 
gleich x. 10""Q-+-/t, das heilst, gleich dem Producte des Quotienten Q in 
die geltende Ziffer x der Summe des Complements und des Divisors + Z., 
Aber der Rest /? kann nicht mehr denn höchstens so viel Stellen haben, 
als der Divisor; folglich nieht mehr als höchstens z Stellen. Das Product 
u.10”"0 aber hat rechterhand jedenfalls wenigstens 2—1 Nullen. 
Also wird sich der Rest, höchstens seine oberste Zilfer ausgenommen, 
angehängt zeigen. Istx=10, wie in dem ersten Verfahren, so ist 
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das Produet #.10""Q = 10°.Q. Es hat also dann rechterhand wenig- 
stens 2 Nullen, und foglich wird in diesem Falle der Rest ganz blofs 
angehängt sich zeigen. 


Für ein Paar der obigen Beispiele sind die Proben folgende, 


Erstes Beispiel, nach der ersten Art. 
Dividend $S = 30087577019 
Producte der einzel- 1459836 
nen Zillern des Guo- Baus 


1094877 
tienten in das Com- 9554713 
plement, oder OC. 2919672 





S+0QC = 47378,604521, gleich dem Quotienten, wie man 
sieht, mit angehängtem Reste. 


Viertes Beispiel, nach der zweiten Art. 
Dividend $S = 30087577019 
Producte der einzel- |?>I>36 











nen Ziffern des Quo- Wakem 
tienten in das Com- 454713 
plement, oder OC. 519672 
$S+-0C = 33165204521 
Quotient Q = 47778 
2.10” = 700000 
».10°1.0 = 33164600000 
Rest ? = 604521 


ul Q+R 


Eine Probe ist diese Zusammenrechnung deshalb, weil sie erst- 
lich angiebt, dafs bei den einzelner Additionen, wie auch sonst, keine 
andern Fehler, als solche, die sich zufällig aufheben, was, wie immer, 
sehr unwahrscheinlich ist, vorgekommen sein können; und zweitens, dafs 
auch keine Ziffer im Quotienten und im Reste, anders, als einen andern 
Fehler aufhebend, verschrieben sein kann, indem beide, Quotient und Rest, 
in der Summe vorkommen. Es können nicht wohl andere Fehler Statt 
finden, als bei der Ausrechnung der einzelnen Producte; und dafs diese 
richtig sind, wird vorausgesetzt. Weichen in der Summe Ziffern von 

Crelle’s Journal d. M. Bd, XIII, Hit. 3. 2 


33165204521 = dem obigen S-+0C. 
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denen des Quotienten und Restes ab, so zeigen ihre Stellen sogleich an, 
woein Additions-Fehler Statt gefunden haben könne, 

Verfasser dieses rechnet beim Dividiren, seit er auf das hier Vor- 
getragene gekommen ist, immer nach einer der beiden beschriebenen 
Arten, besonders nach der ersten, und hat dieselben, in Rücksicht auf 
Leichtigkeit und Sicherheit, vortheilhaft befunden. In der Meinung nun, 
vielleicht auch Andere zu veranlassen, sich dieses Vortheils zu bedienen, 
und wegen der sehr grofsen Menge der Fälle, in welchen solche elemen- 


taren Dinge Nutzen gewähren können, hat er geglaubt, die Beschreibung 
der Verfahren hier mittheilen zu dürfen. 
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12. 


Memoire sur l’usage que l’on peut faire de la formule 
de F'ourier, dans le caleul des differentielles 
a indices quelconques. 
(Par Mr. Joseph Liouville a Paris. ) 





I. 
Dans son bel ouvrage sur la Zheorie de la chaleur, Fourier a donn£, 
comme on sait, une formule propre ü exprimer une fonction (x), pour 
toutes les valeurs r&elles de x, comprises entre les limites — et + x, 
laquelle est renferme&e dans l’@quation suivante: 


4) SO =Hl.dafe)/ dpeosp(@—a) 


dont on possede plusieurs d@monstration. Comme la variable » n’entre 
dans cette &quation que sous un cosinus dont la valeur est ind&pendante 
du signe de p, il en r&sulte qu’on peut prendre l’integrale relative ä cette 
variable depuis ?=— x jusqu’a p=-+%x, pourvu qu’on divise l’integrale 
double par ?” et non plus seulement par a, c’est-ü-dire qu’on a egalement: 


1 + + 
BB) fa)= uf. daft f dp cosp(x—e), 


Dans les applications, on emploie a volonte ou cette &quation ou la pre- 
cedente. 


Si Ion differencie la premiere par rapport ä x un nombre i de 
fois, on en deduit: 
d’ 1 A» 
ze Ss. dafı) dp. p.cos(pr—pu+ 7 


et il vient, en operant semblablement sur la seconde: 





ige ze th daf(o,) YA dp.p'. cos (p z—pa+”). 


Or ces deux £Egalites remarquables, qui subsisteraient encore si l’on chan- 

geait ! en —1, et si lon transformait en m&me temps les differentielles 

ä indices negatifs en integrales multiples, contenant, dans leurs seconds 

membres, i comme une quantitt@ et non comme un indice, il est naturel 

d’examiner jusqu’a quel point elles restent exactes, lorsque Z cesse d’6tre 
| 29 * 
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un nombre entier. Observons en effet que, par la maniere dont on les 
a obtenues, elles ne semblent avoir de sens qu’autant que Z est un nom- 
bre entier, positif ou negatif; et que rien n’autorise ü les &tendre sans 
demonstration au cas des derivees ä indices fractionnaires dont nous avons 
essay& de donner une definition complete et generale dans le 21° cahier 
du journal de l’Ecole polytechnigue, Il y a plus: on peut affırmer qu’elles 
ne sauraient avoir lieu toutes deux ü la fois et dans leur entiere genera- 
lit&ö; car si l’on pose par exemple ’=3, la premiere fournit pour la 
differentielle d f(x) une valeur reelle, puisque tous les &l&ments de la qua- 
drature double sont reels, tandis que la seconde donne une expression 
imaginaire de cette möme derivee, ü cause des valeurs negatives de >, 
qui rend yYp imaginaire. C'est done se proposer un probl&me interes- 
sant que de chercher quand et de quelle maniere la formule de Fourier 
peut servir ü transformer, en integrales definies doubles, les derivees ä 
indices queleonques. Il ne faut pas oublier que nos recherches sont fon- 
dees essentiellement sur la definition des differentielles ä indices quelcon- 
ques dont nous avons fait usage dans le cahier du journal de l’Ecole po- 
Iytechnigue cit@ plus haut. Les personnes, qui adopteraient une autre 
definition que la nötre, pourraient evidemment ne pas admettre les con- 


söquences que nous tirons de nos principes, 
1. 


Fourier, nous devons le dire, avait indique, des V’origine, les appli- 
cations de sa formule ä la theorie des differentielles fractionnaires: et m&me 
il semble avoir voulu en deduire une definition g@nerale de ces differen- 
tielles. Le point de vue sous lequel il les a envisagdes dtant tres diffe- 
rent du nötre, on nous saura gre de citer les propres paroles de cet 


illustre G&ometre. 
Apres avoir demontre dans le Chapite IX. de la theorie de la cha- 


leur (page 561) la formule: 
(.\ 1 +2 .. 
B) Se) = 3u/, dafto) /__ dpeos(pz—pe). 
Fourier ajoute les reflexions suivantes qui forment, je crois, le seul 
article ou il ait considere les differentielles a indices quelconques. 


„Nous ferons aussi remarquer que l’on peut deduire de P’@quation 
„(B.) une expression tres simple du co@fficient differentiel de Pordre in- 


‚„defini A. ou de lintegrale F: dz'f(x). 





da’ 
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„L’expression cherchee est une certaine fonction de x et de lin- 
„dice z. Il s’agit de faire connaitre cette fonclion sous une forme telle 
„que le nombre z n’y entre point comme un indice, mais comme une 
„quantite, afın de comprendre dans une m&me formule tous les cas ou 
„Ion attribue ü 2 des valeurs positives ou negatives quelconques, Pour 
„y parvenir, nous remarquerons que l’expression 

cos (+) ou 0087 008. — sin? sin ER 
„devient successivement: 
—sinr, —cosr, +sinr, +cosr, —sinr, .... 

„si les valeurs respectives de Z sont 1, 2, 3, 4, 5, ..». Les mämes re- 
„sultats reviennent dans le möme ordre lorsque l’on augmente la valeur 


„de z. Il faut maintenant, dans le second membre de l’@quation: 


1 (» z 
f(x) = ul. auf) dpcos(yx—p&), 
„eerire le facteur p’ au devant du signe cosinus, et ajouter sous ce terme 


ist 


»7. On aura ainsi: 


IR = ul dufof” dp.p'.cos (rr—pa+). 
„Le nombre ’, qui entre dans le second membre, sera regard@ comme 
„une quantitd quelconque, positive ou negative. Nous n’insisteront pas 
„sur ces applications a l’analyse generale.” 





Nous avons du rapporter ce passage, qui est tres interessant, soit 
par limportance de la question ü laquelle il s’applique, soit par le nom 
de lauteur. Il est d’ailleurs presque inutile de dire que les resultats final 
ne s’accorde point avec notre definition des derivees a indices quelconques. 
Pour s’en convaincre, il suffit d’observer que, d’apres la formule donnde 
par Fourier, les derivdes ä indice 3 d’une fonction reelle seraient toujours 
imaginaires, tandis que, dans nos idees, il y a une foule de fonctions 
pour lesquelles ces derivees sont r&elles. Aussi P’equation : 

a — ls auf)" ap.p.cos(pr—pa+ 7) 
doit-elle &tre r&egardee comme une definition des differentielles a indices 
queleonques, differente de la notre, et proposee implicitement dans le 
passage de Fyurier. Nous eroyons qu’on pourrait @lever contre cette de- 
finition plus d’une objection solide. Et d’abord il parait qu'on aurait pu 
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tout aussi bien, comme nous l’avons indiqu@ plus haut, prendre pour limites 
de lintegrale relative ä p, 0 et oo au lieu de —o et +x. On aurait 
“te conduit par ce changement ü une autre formule tr&s diffErente de la 
premiere et souvent möme contradictoire avec elle, ainsi qu’on la vu. 
Or comme rien, 4 priori, ne porte a preferer une de ces formules ä 
Yautre, il semble qu'il reste quelque chose de vague dans cette maniere 
de proceder. Mais une discussion plus longue sur ce sujet serait super- 
ilue. Rentrons donc dans les principes de nos premiers me&moires et 
voyons qu’elles cons@quences on peut en deduire. 


II. 


Mais, pour plus de gen£ralite, au lieu de faire usage des formules 
(A.), (B.), nous en employerons deux autres que Fon trouve egalement 
demontrees dans la Z’heorie enalytigue de la chaleur. La premiere de 
ces formules, savoir: 


1. S[o= SZ das [apeosp(<—a), 


ou K designe un nombre reel pris A volonte, sert ü repr&senter une fonc- 
tion f(x) pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites —Ä et 
+%, en sorte que le second membre de l’&quation (1.) est Egal ü f(x) 


quand on a x-+X>0, et egal ü zero quand on ar +Ä<O0. La se 
conde est comprise dans l’egalite: 


r A ii 3E N ars) dpeosp(e—.a). 


Eile represente la fonction f(x), entre les limites —o et +Z; et son 
second membre est constamment nul, quand x est >Ä. 

On peut deduire des “quations (1.) et (2.) deux autres dquations 
particulieres qu’il est bon de faire connaitre. Pour cela soit 2 un nom- 
bre reel et positif, ou du moins un nombre de la forme m =a--by —1, 
a etant >0. Dans l&quation (1.) posons f(x)=e"""; et dans l’&qua- 
tion (2.), posons f(x) = e”*. Il nous viendra: 


Er ST da ee | dpeosp(@—e) 


MX 1 Lan ? f4 
en ri f due [ dp cosp(x —&). 
ER DE; es 


Ges deux £galites peuvent ötre verifides de le maniere suivante, 
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Considerons, pour fixer les iddes, la derniere de ces formules; et 
designons son second membre par z. Il s’agit de prouver que, pour toute 
valeur de x inferieure a X, on az=e"”*. Effectuant d’abord lint‘gra- 
tion relative a &, nous aurons: 

ja an “ap. nn, siop(K—m) 
L’integration definie, relative ü p, peut aussi &tre eflectude; et ü cause de 
K—xz>>0, on a par les formules connues: 


u mnlne)äp —_ 7 gmix-K) FeRF — TE mix) 
Jo m?-+-p? >; En m? p? 2 ’ 
d’ou resulte: z=e*; comme on voulait le d@montrer. Ceci suppose 
x <{K. Pour des valeurs de x superieures ä X, la difference X — x £tant 
negative, on aurait au cönfraire: 

®” mceosp(K—x)dp — R mik-x) “psin(K—x)dp er ze 
so m? -+-p? 2 2 o m?’--p? p) 
et il en resulterait s= 0. On demontrerait de la mäme maniere la for- 
mule qui donne la valeur de e””* entre les limites —Ä et +%x. Telles 
sont avec les @quations (1.) et (2.) les formules fondamentales auxquelles 
nous allons appliquer nos raisonnements, 


IV. 

Enfin il reste a donner Venonce d’un theor&me principal sur lequel 
nous allons nous appuyer, savoir l’Enonc& du theor&me relatif ä la maniere 
de former les derivees fractionnaires par le secours de certaines expres- 
sions qui deviennent $*). Ce th&or&me consiste en deux regles que voici. 

1°. Si la fonction f(x) est telle que son developpement exponen- 
tiel 3 4, e”” ne contienne que des exposants zz de la forme «-Höy—1 


d“ f(x) 
da 


= (Va Af@-M+ HZ IE rn —ete.) 


quand on reduira ü zero la quantite sositive hv 
2”, Si la fonction f(x) est telle que son developpement exponen- 
tiel 3A, e”“ ne contienne que des exposants de la forme — a +by—l, 


d’ f(x) 


ou dont la partie r&elle soit negative, la derivee so,” urn la vraie va- 

















m(K-—x) 
e”\ ‘ 


(a &tant >0), la derivee sera la vraie valeur que prendra la 


fraction : 











®) Journal de P’Ecole polytechnique, 21'®=° cahier, page 107. 
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leur que prendra la fraction: 


rn, = Flat Se+M+n+ ZN fe«+2m—ete.), 


quand on Br a zero la quantite positive 4. 

Les d@monstrations de ces deux regles sont si aisees ä trouver que 
je ne crois pas devoir les repeter ici. Elles consistent a remplacer par- 
tout les fonctions par leurs developpements exponentiels, ü sommer en- 
suite les series convergentes qui se trouvent sous le signe 3, et ä poser 
enfin A=0 dans l’expression finie qui r@sulte de cette sommation. 

V. 

Maintenant, pour montrer comment nos theor&mes conduisent ä 
exprimer en integrales doubles les derivdes ä indices quelconques, prenons 
un exemple simple, et cherchons les derivees de l’exponentielle e”*, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre —x et le nombre indetermine 


K. Pour arriver a ce but, partons de l’@quation: 


MX — I + ma . f \ 
er — due dpcosp(x=—u), 


gr 7) oO 





qui a &t@ demontree tout A l’heure, la partie r&elle de m &tant >0. 

Cette @quation subsistant toutes les fois que x prend une valeur 
rcelle <Ä, il est Evident qu’on peut y changer x en z—A, en z—?h, 
en x—3h, etc., pourvu que A soit >0. Ainsi on aura: 


| HE ie F 
erh) — je due f dp c0Sp» „—h—u), 
P} = 69 16) 

2.2 1 +K > 

er) 1 /. due / dpcosp(e—?2h—u), 
= (DO 
erh) — 1 [due mel q BY/ 
= — ‚e peosp(e — 3h—G), 


- E - w v - - - “ . © “ . E3 v ’ “ 


Si Yon multiplie ces @quations (en commencant ä celle qui contient dans 
son premier membre e”*) respectivement par: 


ii 1m 1 vu) 1 eudu—d un 
nu? PT ae Val 77. a 052, 1.2.3 r p 


puis qu’on les ajoute, il est clair qu’on formera d’une part la fonotion: 
P, — ler ern + u (u —1) —1) emz—2h) __ ete.), 
[ 








u | 


# mx 


dz* 





dont la valeur P,, pour A =0, sera 


double 


‚„ et diautre part Tintegrale 














} 
\ 


’ } 
$ 
a 
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=) due f “dp I; 


Q, representant la fraction: 


n (cosp (x — u) — T cosp(e—h—u) + eu gosp (@— 2a) — etc. } 


La serie qui repr&sente la valeur de (Q), west mi convergente, ni diver- 
gente; et pour quelle acquierre un sens preeis, il faut multiplier ses di- 
vers termes par les puissances successives d’une quantite infiniment peu 
dilferente de l’unite *). Cette operation effectu6e, on met aisement la 
valeur de (), sous forme finie, et en designant par Q, la valeur particu- 


liere qui repond A h=0, on obtient Q, = p“ cos (»x—pa + ER). 
Or Vegalite: 
4 2 
P, = n "due e dpQ;s 
que nous venons de Shiniiser, et gu subsiste quelle que soit la quan- 
tit@ positive A, devenant, par Eoppatngen h=0; 


R=— "aner f dp; 


TI on 


donne, quand on y remplace P, et (0, par leurs valeurs, I’&quation suivante: 
d“ emx 1 f* en un 
zus da ef: dp.p“. cos (pr — % Er) 
doc“ Pie j P+P / pa > )J> 
equation ü laquelle nous voulions parvenir, et qui nous fait connaitre une 


d“ ex 


. , [4 4 a ieiva 
integrale double &quivalente a la derivee ——-» 

En second lieu cherchons la derivee a indice a de e””*, pour tou- 
tes les valeurs de x comprises entre —Ä et +». Nous avons entre 











ces limites: 
u Fe : ur tapı dpcosp(x—e). 


nJ _x 
Soit h une quantit& infiniment petite et positive, on pourra, dans l’Egalite 
que je viens d’ecrire, remplacer x par th, + Rh, a+5h, ete, Si 


done on pose: 
\H — 
(17 er nu Ze e” (x+h) + PAP@—3) (u 1) er(xtrh)__ ete.) j 


P, Be mp“  * 2 
et ne 
), = IE — (cosp(&-) —£ cosp(z+n-a) + EZ PT cos sth) —- ete. )» 


=) Journal de PEcole polytechnique, 19“®° cahier, page 408. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hit. 3. 30 
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on aura: 


P, = ST anee f 9 dp; 


puis, en faisant = 0, cette Egalit& deviendra: 














HE zn BE 
P, — AM. re dae R & Q, dp. 
d“ a; .,r 
OrnaP,= Ey plus on trouve aisement: 
0, = (1 pr onlper—pa— ER). 
Mettant donc au lieu de P,, Q,, leurs valeurs, jobtiens: 
d“ EX (—1)« j: Fr ” f. ( un 
== Wu dp.p“.cos |\px — — 7) 
doc ui Jo / F P FM 2 ’ 


a“ emx ’ ‚ 
jr et qui ne s’en deduirait 





formule tres dif[@rente de celle qui donne 


nullement en y changeant 2 en — m. 


VI. 

Les valeurs que nous venons de trouver pour les derivees des 
fonctions exponentielles e”*, e”"* s’&tendent aisement ü des fonctions plus 
»en6rales. Pour fixer les idees, considerons une fonction formee par la 
E 
somme de plusieurs exponentielles ä exposants positifs, ou plutöt une 
fonction dont le developpement soit de la forme 34A„e”‘, m £tant 
=a+tby—1, et «a etant >0. Admettons en outre que cette fonction 

. . . ”  » x 
ne devienne infinie pour aucune valeur de x inferieure a A. Alors elle 

’ » , \ ’ x ‚V “ . ’ 
pourra sexprimer, d’apres le theoreme de Fourier, par une integrale 
double, pour toutes les valeurs reelles de x comprises entre — x et +4; 
et en la representant par f(x), on aura: 


WEN. 

(a) = J. dafe) J dpcosp(x—&). 
Comme cette &quation subsiste en y changeant x en x—/, en x—24, 
en c— 3, ete., pourvu que 4 soit >0O, il est clair que si l’on pose: 


= (te) jan + EZ r«—2n ee), 





et 


1 
V=— Ay” (cos p(x—u) — 5 cos (X—h—a) + el cosp (X —Ih—a) — eto.) ‚ 


on trouvera: 





10H, „ © 
P, = J.. daf(e) Rp 


A present, si l'on fait A=0, on aura: 
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P d" f(x) 





ln, Qu ruft): 
de plus il viendra: 
1 p+* r 
zii SS. daft) / Q, dp. 
Done on obtient: 


d" 1 s 
fa) — — UM daft) dp. pr. eos (pa—pa+ & Rn 
On pourrait demontrer Bang derniere formule, en partant de ns, 
d“ emx 1 PER 
ar = a]. due] ap. m. (lpe— ra +); 


car, si on la multiplie par 4, puis si Pon indique par le signe 3 une 


somme qui setende a toutes les valeurs que prennent 2 et A, dans la 
fonction [(x) = Z A, e”*, il en resultera: 


Eng = ES due] an po(lpr— pet), 


ce qui revient au fond ü l’equation Ecrite tout ä l’heure, parceque d’une 
part on a: 











M mx 7 
3A a — A, e”"* m“ = d’ f(x) 


m dach dan ? 
et que, d’autre part, on peut placer, dans le second membre, le signe Z 
apres le signe ni relatif a la variable &, et substituer ensuite f{&) au lieu 
de I A. ce”. 
Si l’on considerait au contraire une fonction f(x) dont la valeur 
fut reprösente, entre les limites —Ä et +, par un developpement de 


la forme ZA„e”* (m etant =a+by—1 et a>0) on trouverait par 
une semblable analyse: 


ei —— a LLTON A dp.pr.cos(pr—pa— ER). 
Enfin si le developpement de la fonction f(x) Ctait compose ä la fois 
d’exponentielles de la forme e”” et d’exponentielles de la forme e”*, on 
partagerait cette fonction en deux parties distinetes que l’on traiterait sd- 
par&ment par les prineipes convenables ü leur nature. 





Je terminerai ce paragraphe par trois observations utiles. 
1°. L’&quation: 





fe) — A def NOVA dp. .p“ ‚cos (7 r-pa+ 2), 


et toutes les Equations semblables que Toon rencontre dans ce memoire. 
30 * 
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renferment implicitement, dans leur premier membre, une fonction com- 
plementaire dont on ne pourrait faire abstraction sans detruire leur ge- 
neralit@, et qui doit ötre determinde, dans chaque cas, par les donudes 
particulicres du probläme *). 

2°. Ces &quations peuvent servir ü deux usages differents; car elles 
donnent, soit le moyen de transformer en integrales definies doubles les 
differeutielles A indices quelconques, soit r&eeiproquement le moyen de cal- 
culer les valeurs de ces integrales doubles, quand celles des diflerentielles 
sont cOnnues, ce qui arrive em certains cas particuliers. 

3°. Les prineipes qui m’ont guid@ dans toutes ces recherches, repo- 
sent sur les Theor&mes rappelds au No. IV. et d@montres dans le Journal 
de P’Ecole polytechnique; mais ces th&or&mes ne conduiraient plus a au- 
cun resultat, s’il s’agissait d’introduire, dans le calcul des diflErentielles & 
indices queiconques, les formules par lesquelles on represente une fonc- 
tion f(x), en serie de cosinus, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre deux limites finies a, db. Ce n’est pas que l’emploi de ces formules 
(utiles ä toutes les parties de l’analyse) doive ötre banni du nouveau cal- 
cul; mais les dificultes, que cet emploi presente, meritent d’ötre levees; 
et de la nait une question tres digne de l’attention des Geometres. 


vn. 

L’analyse employde dans ce Memoire, analyse dont Tidee pre- 
miere se trouve indiquee, depuis long-temps, dans le Journal de !’Ecole 
polytechnigue, n'est pas sans utilit@ dans cette branche du calcul integral, 
qui a pour objet la determination des quadratures definies. Elle donne 
naissance ü une certaine methode que nous ferons connaitre en peu de 
mots, et dont on multiplierait aisement les applications. 

Soient F(x), ®(a,x) deux fonctions de x dont les developpements en 
series exponentielles ne renferment que des exposants reels negatils, ou 
des exposants imaginaires dont la partie reelle soit negative. Si les quan- 
tit&s a, b sont independantes de x, et si en designant par Ä un nombre 
rcel connu, on a entre les limites e=ÄX, z=x, lPequation: 


N 9% z)da = Fee), 





*) Voyez le 2{”"® cahier du Journal de l’Ecole polytechnique; et mon Memoire 
sur le Theoreıne des functions complementaires, insere dans le Tome XI. du Journal 
de Mr. GCrelle. 








Ho 
Bee 


er. 
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je dis qu’on aura aussi entre ces limites: 


bt pe, %) dd dF(x) 
er d ac“ da 


Pour demontrer ce th&or&me, il faut, observer que, d’apres nos hypotheses, 
l’@quation: 





N ouz)da= Fe), 
subsiste si, en designant par A une quantit& positive, on change x en 
x-H+h, en e-+?h, en +37, etc. D’apres cela, si l’on pose: 


Pp,= - (F)— EFa+n+EEZI Fa +21) — ete.), 















et; 
I (9a +n+tt Vox +2%— ete.), 
on De sans diffieulte: 
b 
SI Q,.da == P,, 
egalit@ qui, en posant A =0, devient: 
| b 
/ Ida = P,, 
et d’ou Fon deduit immediatement: 
Inf: pe, 2) Ju _ ad F(x) 
Ja dx“ da“ ? 
ae _ d"p(e, x) p — Fe) 
si Von observe que Q, = Tz tqeh=—_.- 


Voici quelques applications de ce Theoröme. En designant par x 
une quantit@ positive et par e la base de logarithmes neperiens, on a, 
quelle que soit la constante g, l’egalit@ connue: 


[+) d 7 
e" cosy0da = ——, 
V, 7 x* gq“ 


D’apres le Theor&me que nous venons de d@montrer, on peut dif- 
ferencier A indices quelconques, par rapport ü x, les deux membres de 
cette egalite. Si done on effectue cette differenciation par rapport ü un 
indice a—1, en se rappelant les formules donnees dans le 21”“* cahier 
du journal de l’Ecole polytechnigue, pour differencier les fractions ration- 


nelles, on trouvera: 


T (u) cos (u arctang 4) 


Se. .cosga.da = +7, 
o 





B: 
(g’+2°)? 
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U'(#) representant, d’apres la notation de Legendre, Pintögrale euldrienne 
de seconde espece, et Y designant une fonction complömentaire de la forme: 
v=4A+Ascs+AxXr+... +4,” 

Si, pour plus de simplicit@, on suppose #>0, on voit que Fintegrale 
ji e=°*g=!cosga. da devient infiniment petite quand la quantit@ x prend 
une valeur positive infiniment grande: en effet, si l’on pose «x —=#, Vinte- 

srale dont nous parlons se transforme dans celle-ci: 


Ei eg! cos g9 dd 
(6) x 


ar % 
laquelle evidemment a une valeurs plus petite que 


/ eat 


” © 








m 3 
x 


or cette derniere expression se r@duisant d zero, quand e=%, il en est 
de m&me a fortiori de Vintegrale 


4 er, at.cosga.da. 


Le second membre de notre &quation, qui exprime la valeur de cette 
int@grale, doit dont aussi s’@Evanouir quand 2 = x, ce qui exige qu’on ait 
V=0. Par consequent il reste simplement: 
Br T (u) cos (1 arctang 1) 
=UX u—l x 
/ e7,.0 ot. dd == - 
“ # Sn 
(7? +x?)? 
ce qui coineide au fond avec les resultats qu’Exler a obtenus par induc- 
tion, et que Mr. Poisson a rigoureusement etablis en suivant une marche 
moins directe que la nötre. 
En operant d’une maniere analogue sur lintegrale definie: 


a 
— (ft . q 
ee" sinoada = —— 
4 7 g’+x?? 


on trouverait la formule: 





Tl («) sin (« arctang 2) 


wu 


a % 
/ eur a singa.da = ; 
%“ 08 





4 


(g? +x?)? 


qui a et@ donnee aussi par Euler. 
En designant par x un nombre positif quelconque, on. a,. comme 
il est aise de le voir: 


Ba a Zu cosada& er 
/ e FL uf cos «ct —_ Iren 
Ir c+teV o xz’-e? 
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Si done on prend la differentielle ü indicee »—1 des deux membres, con- 
formement au th&or&me de ce No., il viendra: 
* eV—1ga u BT 4, 
-n (a teV—I Ta) i 
% designant une fonction compl&mentaire de la forme: 
A+Asx+ Ar +... +4,%". 
Cette foncetion compl&mentaire doit &tre prise egale A zero, si !’on suppose 
x positif; car dans cette hypothese, l’integrale 
42 eV -1ga 
S. (ce +aV —1)#? 
devient nulle pour z<=x tout aussi bien que l’exponentielle e*. Il 


reste donc simplement: 
al eV—-1da Ine* 


— (ce tay—ı) Su) 


ce qui s’accorde avec les r&sultats obtenus par d’autres Geometres *). 











. ’ .,, d . v 
En integrant la quantite an) entre les limites O et x, on trouve 


sans difficultE l’e&quation suivante: 


Fi TR 
o x? + a? 2x 


dans laquelle x designe un nombre positif quelconque. Prenant mainte- 
nant la differentielle a indice a—1 des deux membres et supposant >00, 
nous obtiendrons, tout calcul fait: 


u. a 
F sin(w arctang =) da ” 
0 & (02-402)? EN 

On n’a pas ajout@, dans le second membre, de fonction comple- 
mentaire, parcequ’en supposant « positif, les deux membres de l’@quation 
que nous venons d’ecrire deviennent nuls lorsque x devient infini, ce qui 
exige que la fonction compl&mentaire soit dgale ü zero. A present, pour 
donner ä notre integrale une forme plus Elegante, substituons A la variable & 








. . . . @ 
une autre variable 9 lice ä la premiere par la relation: aretang— —=9. Nous 


deduirons de cette relation: «=xtang$, da—= 249, en substituant ces 


cos?d 
valeurs dans l’&quation precedente, la lettre x diparaitre d’elle-m&me, ct 





*) Voyez la T’heorie analytique des Probabilitis de Laplace, page 134; et le 
19°w® cahier du Journal de T’Ecole polytechnique, page 480. 








3392 12. Liouville, appl. d’une formule de Fourier. 


nous tomberons sur un resultat assez remarquable que voici: 
7I 
? sinu® n 
gr = — 
V sin d 99 2° 
L’egalite a laquelle nous sommes parvenus suppose #0: elle se verifie 
immediatement pour les valeurs entieres de x telleg que k=1, »—=2?, etc. 





se 
2 
» .. ° T 
Pour z=1, par exemple, elle se r@duit ü Pidentite £ d4=—. Pour 
oo ne 


u m 2, elle fournit: 





14 
‚2 sin? sr 
/ cos# did = —; 


o  sin® 2 


or, pnisqu’on a sin?29 = 2sin® cosd, cela devient simplement 


7T 


»7Z 
2/ cos’ 9 d® — 


rm 


4‘ 
‘ 


’ 


ro| a 


ce qui est exact. Et on verifierait de m&äme l’equation: 


7T 

7 sı d } J 
/ con 
Jo 





sin ® 2 


pour toutes les autres valeurs enticres de a. 
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13. 


Umkehrung des Ptolomäischen Satzes. 


(Von Herrn Professor Dr. Förstemann, zu Danzig. ) 





Im 8ten Bande dieses Journals 8.520. ist von mir eine Aufgabe vorge- 
lest worden, welche nichts anders, als die Umkehrung des Ptolomäischen 
Satzes über Vierecke, die einem Kreise eingeschrieben sind, fordert. 
Zwar sind von dieser Aufgabe in diesem Journale schon zwei verschiedene 
Auflösungen gegeben (Bd. 10. 8,41. und Bd. 11. S. 264.); gleichwohl halte 
ich die Mittheilung meiner eigenen Auflösung nicht für überflüssig. 

Es seien a, b, c, d die Seiten, p, 9 die Diagonalen eines einem 
Kreise eingeschriebenen Vierecks, und zwar so, dals die Seiten Q, c einau- 
der gegenüberliegen, wie auch 5 und d, und dals die Diagonale » die 
beiden Ecken verbinde, von denen die eine durch das Zusammenstofsen 
von a mit d, die andere durch das Zusammentreffen von 5 mit c gebildet 
wird, während 9 die übrigen Ecken verbinde. Dann gilt nicht blofs die 
Gleichung des Ptolomüäischen Satzes: 

pg = uc+bd, 
sondern auch, wegen eines andern bekannten Satzes, die folgende 
p:g = ad-+be:ab+cd. 
Statt dieser beiden Gleichungen können wir schreiben: 
I. ac+bd—py =0, oder =0, 
ul. abp+cdp—adg ig =0, oda b= 0; 
wenn wir nemlich setzen: 
= ac-+bd—pg, B=acp+edp—adg— bey. 
Sind von einem Vierecke im Kreise die Seiten a, b, c, d gegeben, so 
kann man aus jenen Gleichungen p und 9 bestimmen. Dabei ist zu 
beachten, dafs durch Elimination von 9 und von p sich beziehlich für 7 
und 9 reine quadratische Gleichungen ergeben, aus denen sich findet: 
7 = Vertiätestte) 
(2.) 2 u ee nnd 








ad-+bec 
Crelle's Journal d. M. Bd. XII. Hit. 3. 31 
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so, dals, wenn für a, db, c, d durchgäsgig positive Zahlen angenommen 
werden, für > nur ein einziger reeller Werth entstehet, und eben so auch 
für 9; indem es hier ollenbar nicht nöthig ist, die negativen Werthe der 
Quadratwurzeln zu berücksichtigen. 

Nun ergiebt sich leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: „Hat 
man ein Viereck, dessen Seiten und Diagonalen den Gleichungen (I.) und 
(11.) genügen, so kann durch die Eekpuncte desselben ein Kreis beschrie- 
ben werden.” Ein Viereck im Kreise nemlich wird schon durch seine 
vier Seiten bestimmt; stellte man sich nun ein Viereck im Kreise mit den 
Seiten a, b, e, d vor, dessen Diagonalen p’ und 9°’ hiefsen, so mülste dasselbe 
auch den Gleichungen I. uud 1. genügen, nur p’ und 9° statt p, g ge- 
schrieben; vermöge der vorher betrachteten Natur der Gleichungen (c.) 
und (£.) müfste daher sein: p=p', 9=f', und, wie leicht daraus folgt, 
das Viereck aus «@, b, c, d, p, g dem aus a, b, c, d, p‘, g' congeuent, 
mithin jenes ebenfalls ein Viereck im Kreise, 

Um nun den Satz zu beweisen: „Genügen die Seiten und Diago- 
nalen eines Vierecks der Gleichung (T.), so ist das Viereck ein Viereck 
im Kreise,” wird es darauf ankommen, zu beweisen: „Wenn die Seiten 
und Diagonalen der Gleichung (l.) genügen, so genügen sie auch noth- 
wendig der Gleichung (T1.).” 

Dieses lüfst sich aber folgendermalfsen leisten. Da von den sechs 
Gröfsen a, 5b, c, d, p, 9 schon fünf hinreichen, ein Viereck ganz im All- 
gemeinen zu bestimmen, so muls es eine Gleichung zwischen jenen sechs 
Gröfsen geben, die bei jedem Vierecke Statt findet. Diese Gleichung ist 
folgende: 

ect dt td Hd + pe + pe 

— AR AR — VOR — A — er 

AR Ri — et dr 0 
. a? b’p° tod’ + We g° -- c?’d’p’ 


Man findet diese Gleichung z.B. bewiesen in Carnot’s Geometrie der 
Stellung, übersetzt von Schumacher Th. Il. 8. 258. Den in dersel- 
ben links stehenden Ausdruck können wir aber, wie sich bei der Prü- 
fung bestätigen wird, ausdrücken durch 4C-+B’, wenn wir setzen: 
= (a +0)(ac—bd+pg)+ +4) (—ac+bd+pg)— (p-+9°)(ac+bd+p9), 
so, dafs also geschrieben werden kann: 

III. AC+B = 0, 


& 
* 
4 

N 
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als Andeutung der allgemeinen Gleichung für die sechs Gröfsen a, b, ec, d, 
pP, 9 bei jedem Vierecke, 


Nun folgt leicht: ‚Findet bei einem Vierecke die Gleichung (I.). 
Statt, d.h. ist 4=0, so gehet die bei ihm nothwendig Statt findende 
Gleichung (IH.) über in B’=0; es ist also auch P=0, d.h. auch (II.) 
findet Statt, und somit ist das Geforderte geleistet. 


Nicht eben so unmittelbar läfst sich der durch die Gleichung (IH.) 
ausgedrückte Satz umkehren; denn ist B=0, so folgt zwar AC=V, 
aber nieht nothwendig A=0. Auch kann man keinesweges die Um- 
kehrung des Pitolomüischen Satzes so aussprechen: „Genügen die sechs 
Linien a, b, c, d, p, 9 den Gleichungen (l.) und (IlI.), so kaun man 
aus ihnen ein Viereck im Kreise bilden.” 
beliebige reelle und positive Werthe annehmen, dann mittelst («.) und 
(2.) reelle Werthe von > und 9 finden kann, welche nicht blofs den 
Gleichungen (T.) und (11.), sondern auch der Gleichung (III.) genügen, 


so wird doch nicht immer ein Viereck möglich sein, welches diese reellen 


Denn, obgleich man für «, b, c, d 


Linien a, 26, .... entbält; das Viereck ist z.B. unmöglich, wenn man die 
Linien a, db, c, d so wählt, dafs eine derselben grölser ist, als die Summe 
der übrigen. 


Der Beweis, weicher für den hier beweisenen Satz im 8ten Bande 
dieses Journals gegeben ist, scheint mir nicht venügend. Es ist darin 
von einer Bedingungsgleichung die Rede, welche für die sechs Grö- 
[sen @, .- : :, 9 bei jedem Vierecke statt finden müsse. Diese Bedin- 
gungsgleichung,, offenbar die hier mit (III.) bezeichnete, wird aber nicht 
aufgestellt, und nur bewiesen, sie müsse von 79=ac-+-bd verschieden 
sein, so, dafs mittelst dieser beiden Gleichungen für gegebene Werthe von 
a,b, c,.d sich die zugehörigen Werthe von > und 9 bestimmen lassen 
müfsten. Es scheint aber hieraus nicht mit Sicherheit geschlossen werden zu 
können, dafs ein Viereck, welches die gegebenen Seiten «a, 2, c, d und die auf 
jene Art berechneten Diagonalen > und 9 enthält, ein Viereck im Kreise, also 
identisch mit dem durch a, 6, c, d schon völlig bestimmten Vierecke im 
Kreise sein müsse. Könnten sich nicht, bei Auflösung der beiden in Rede 
stehenden Gleichungen, mehrfache Werthe von p und 9 ergeben? Nur 
dafs, wie oben gezeigt wurde, aus (1.) und (Il1.) auch (1I.), dann aber 
aus (1.) und (IH.) sich (.) und (%.) ergeben, welche Gleichungen für 


31* 
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jede Diagonale nur einen einzigen Werth darbieten, scheint einen sichern 
Schluls möglich zu machen. Freilich würde man, auch ohne weitere 
Kenntnils der Beschaffenheit der Bedingungsgleichung (III.), sagen kön- 
nen: ein Viereck, das den Gleichungen (I.) und (III.) genüge, erfordere 
zu seiner Bestimmung vier Stücke, statt fünf; wollte man aber vielleicht 
hieraus folgern, es müsse ein Viereck im Kreise sein, so ginge dies eben 
so wenig an, wie, wenn man (so wie in einem Beweise des Parallelo- 
gramms der Kräfte im Isten Bande dieses Journals geschehen) behaup- 
tete, ein Viereck, dafs durch drei Stücke bestimmbar sei, müsse durchaus 
ein Parallelogramm sein. 
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14. 
Einfacher Beweis eines Satzes der Combinationslehre. 


(Von Herrn Prof. Dr. Förstemann zu Danzig.) 





Bezeichnet man die Anzahl der CGombinationen zur ten Classe aus 772 ver- 


schiedenen Elementen ohne Wiederholungen mit C,, bei unbeschränkten 


Wiederholungen aber mit C,„ rep., so ist bekanntlich 
n m (m—1)....(m—n--2) usa m 26. 








I. ee 1.2....(n—1)n 
” Fo uni IE ..(m+n—2) (mtr—1) 
a > oe 1.2....(r—1)n 


Gegen den Beweis, welcher für die erste von diesen Formeln ge- 
geben zu werden pflegt, ist nichts zu erinnern. Die zweite aber findet 
man in verschiedenen Lehrbüchern auf verschiedene, in manchen auf un- 
genügende Art bewiesen; und selbst diejenigen Beweise dieser Formel, 
welche in Hinsicht auf Genauigkeit nichts zu wünschen übrig lassen, sind 
doch von solcher Art, dafs sie nicht völlig befriedigen, und, beson- 
ders beim Unterrichte, einen einfacheren Beweis, der leichter aufzufassen 
und zu behalten sei, vermissen lassen. Deshalb wird die Mittheilung des 
folgenden, wie es mir scheint, höchst einfachen Beweises vielleicht Ent- 


schuldigung finden. 
Da nach der als bewiesen angenommenen Gleichung I. auch 


C (mn —1) an et ..(m+1)n 
uote RB po 7) n 





b 


so wird es nur darauf ankommen, zu ie dafs die Gleichung Statt findet: 


n n 


III. C, reD. — m+n—1 9 
d.h. zu beweisen, dals aus 7» Elementen eben so viele Combinationen mit 
Wiederholungen zur nten Classe gebildet werden können, wie aus 
m -+-n—1 Elementen Gombinationen ohne Wiederholungen, ebenfalls zur 
nten Classe; dann wird sich die Gleichung II. sogleich als richtig erge- 


ben. Jenes wird aber folgendermalsen bewiesen. 
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“ . - Er / re» 

Aus jeder Combinationsform mit W iederholungen der nten Classe 
aus den 722 Elementen 1, 2,.... rn kann man eine Combinationsform 
ohne Wiederholungen der ten Classe aus den (ar +-n—1) Elementen 
l, 2, 2... 2, (m-+1)....(m-++-n—1) herleiten, indem man über die n 
in der Form enthaltenen Elemente, nach der Reihe, die Indices ER, MU 
«+. (2—1) schreibt, und dann zu jedem Elemente den darüber stehenden 
Index addirt. Z. B. zu den Combinationen mit Wiederholungen der 4ten 
Classe aus den 3 Elementen 1, 2, 3 gehört die Form 2233, Verfährt 
man hiermit nach der Vorschrift, so hat man 

Indices: 0125, 
oegebene Form: 2235, 


neue Form: 2350. 


Diese neue Form gehört wirklich zu den Combinationen ohne Wiederho- 
lungen aus den 5+4— 1 == 6 Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6, ebenfalls zur 
4ten Classe. Es wird aber, ganz im Allgemeinen, die neue Form wirk- 
lich zu den Combinationen ohne Wiederholungen der zten Classe aus den 
Elementen 1, 2, .... @2pr—1) gehören, weil bei jener Ableitungs- 
weise diese neue Form weder ein Element enthalten kann, welches über 
(m + n—1) hinausgehet, noch gegen das Gesetz verstofsen kann, dals 
einem Elemente in der Form nur höhere Elemente folgen sollen. Durch 
Subtraction der Indices gehet man leicht den entgegengesetzten Weg, von 
den Combinationen ohne Wiederholungen zu den Combinationen mit Wie- 
derholungen, und auch hier siehet man leicht, dals die entstehende Form 
kein über 7: hinausgehendes Element enthalten, und auch nicht gegen 
das Gesetz verstolsen kann, nach welchem einem Elemente kein niedri- 
geres folgen soll. &0o ergiebt sich, dals überhaupt die Formen beider Ar- 
ten einander paarweise genau correspondiren, dafs es also so viel Formen 
der einen wie der andern Art giebt, oder dals die Gleichung III. wirk- 
lich richtig ist. 


“ 


Noch werde bemerkt, dafs der niedrigsten Form mit Wie- 
derholungen, nämlich 111...1, auf diese Weise die niedrigste Form 
ohne Wiederholungen 123....2, und der höchsten Form mit Wieder- 
holungen, nämlich mmm....m, die höchste ohne Wiederholungen 
m(m-+1)(m+2)...(m+nr—1) entspricht, ja, dals überhaupt, bei lexi- 
cographischer Anordnung beider Arten von Combinationsformen, die rte 
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Form der einen Art der rten Form der andern Art correspondirt, wie 
2. B. folgende Aufstellung der Combinationen mit Wiederholungen der 
3ten Classe aus 1, 2, 3 und der Combinationen ohne Wiederholungen der 
3ten Classe aus I, 2, 3, 4, 5 zeigt: 
Comb. m. W.: 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 335, 
Comb. o. W.: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345. 


Wie es scheint ist dieser Beweis, nach seiner Grundidee höchst nähe 
liegend, leicht aufzufassen und leicht zu behalten. Man möchte fast glau- 
ben, er müsse längst bekannt sein; doch habe ich ihn nirgend gefun- 
den, so viel. Werke ich auch deshalb nachschlug. Sollte er dennoch 
schon irgend wo sich mitgetheilt finden, so würde eine Notiz darüber 
‘mich zum Danke verpflichten, 


Danzig, den l3ten October 1834. 
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15. 
Zur Begründung und Erweiterung der Variations- 
rechnung. 
(Von Herrn Dr. 4. Müller, in Heidelberg.) 





Das von Euler der V ariationsrechnung untergelegte Princip, ist selbst 
von Lagrange, dem Erfinder dieser Rechnungsweise, gutgeheilsen und 
angenommen worden. Auch die neuere Zeit hat nichts daran geändert, 
noch dasselbe durch ein anderes verdrängt. Obwohl nun aus diesem 
letzten Umstande für das Euler’sche Prineip nichts gefolgert werden ; 
kann, da die ungewöhnliche Höhe der Abstraction durch ihre Reize nur 
Wenige anzuziehen scheint, so ist es doch gewils, daß Euler’s Grundge- 
danke eben so als der allein wahre dasteht, wie er an Kühnheit Alles 
übertrifft. Nur fehlt ihm die erforderliche volle Bestimmtheit, und er 
steht völlig isolirt. Als ich vor einiger Zeit diesem Gegenstande mit aller 
Aufmerksamkeit nachdachte, fand ich, dals das, was Euler als Princip 
der Variationsrechnung aulstellte, nicht allein einer genauen Bestimmung 
fühig, sondern auch, vom Isolirtsein weit entfernt, ein Glied, aber auch 
nur ein Glied einer unendlichen Reihe von Wahrheiten ist, die wir noch 
zu entwickeln haben. Ich will im Folgenden versuchen, das Feld dieser 
Wahrheiten eröffnen zu helfen. 


I. Begriff von Function. 


6. 1. 


Man unterscheidet gewöhnlich veränderlich und coustante 
Gröfsen. Obgleich dieser Sprachgebrauch der Natur der Sache nicht an- 
gemessen ist, so soll er doch, in Ermangelung eines besseren, im Fol- 
genden beibehalten werden. Mit Beziehung auf ihn unterscheide ich 
wesentliche und unwesentliche Constanten. Beide sind in jedem 
gegebenen Falle leicht zu unterscheiden, so schwer auch die Angabe 
der allgemeinen Charactere derselben ist. Die unwesentlichen Constanten 
kann man daran erkennen, dals sie aus einem Ausdrucke oder einer Glei- 
chung entfernt werden können, ohne dafs die Natur des Ausdrucks oder 
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der Gleichung verändert wird; die wesentlichen können aber nicht ent- 
fernt und nur mit andern wesentlichen Constanten vertauscht werden. 
 : 

Es sei zwischen zwei unveränderlichen Gröfsen x und y, und einer 
wesentlichen Constante @, eine Gleichung gegeben. Je nach der Natur 
dieser Gleichung giebt es eine oder mehrere besondere Gleichungen, von 
denen jede der gegebenen genügt, und welche sämmitlich die Form haben: 

y-= Ola, x). 
Um nun aus einer solchen Gleichung alle nur möglichen Werthe zu er- 
erhalten, welche y nach und nach annehmen kann, verführt man am ein- 
fachsten so: man setzt statt @ einen ersten möglichen Werth «,, und nun 
statt x, nach und nach alle möglichen Werthe, die durch x,, &,, &, -:-- 
bezeichnet werden mögen, und entwickelt die zugehörigen, möglichen 
Werthe von y. Diese sollen y$”, Yi’, Y&, «+... heilsen, 

Nun setzt man für «@ einen zweiten möglichen Werth a,, statt «a 
wieder die Werthe x,, &ı5 X, »+.., und sucht die zugehörigen Werthe 
von y, welche durch y{”, yl”, yS?, .... angezeigt werden mögen. 

Man setzt ferner für @ einen dritten möglichen Werth e,, statt x 
die Werthe x), 215 &X25 +++, und sucht die Werthe y?, yi”, yi”, . 
von y, etc. 

Alle diese möglichen Werthe von y kann man in folgendes Schema 
bringen: 

EREIIEREM 
TR cn 
RE RI rn 
u WRe ae  < / vn rer 
PER 7 IP VE 7ER 7ER VER RER 
A 
a. Da 5 Bi A re a 
Die unterste Reihe enthält alle möglichen Werthe von x, und die erste, 
aufwärts gehenüe Reihe alle möglichen Werthe von e. Von den hori- 
zontalen Reihen enthält die erste jene Werthe, welche y bei a=a,, 
die zweite aber jene Werthe, welche y bei @« =a,, u. 8. w. anneh- 
men kann. 
Dies vorausgesetzt, lälst sich die Bedeutung der Sätze: y ist eine 


Function von 0, u.8. w. so bezeichnen: 
Orelle’s Journal d. M. Bd« XIIL, Hit. 3. 32 
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1) Betrachtet man in der gegebenen Gleichung y als Function von x, 
so ist y irgend ein Glied in einer bestimmten horizontalen Reihe 
des Schema’s. 

2) Betrachtet man y als Function von «, so ist y irgend ein Glied in 
einer bestimmten verticalen Reihe. 

3) Betrachtet man y als Function von @ und x, so ist y irgend ein 
Glied des ganzen Schema’s. 


6 3 


Es sei eine Gleichung zwischen den veränderlichen Gröfsen x und 
y, und den wesentlichen Constanten @ und 5 gegeben. Die allgemeine 
Form der Auflösung dieser Gleichung ist: 

y=0Pl(x:a,b) 

Aus dieser Gleichung alle möglichen Werthe von y zu erhalten, setze 
man für 5 einen ersten möglichen Werth d,, und bilde ein Schema, das 
alle Werthe von y enthält, die bei diesem Werthe von 5 aus allen mög- 
lichen Werthen von @ und x entspringen können. Man setze für 5 einen 
zweiten möglichen Werth d,, und bilde ein zweites Schema, u. s. w. 


Unter dieser Voraussetzung kann man die Begriffe, welche mit 
den Sätzen: y ist eine Function von x, oder von z, u. s. w. verbunden 
sind, so feststellen: 

1) Betrachtet man y als Function von x, so ist y irgend ein Glied in 
einer bestimmten horizontalen Reihe eines bestimmten Schema’s. 

2) Betrachtet man y als Function von «, so ist y irgend ein Glied in 
einer bestimmten verticalen Reihe eines bestimmten Schema’s, 

3) Betrachtet man y als Function von 5, so ist y ein Glied in einer 
bestimmten verticalen und in einer bestimmten horizontalen Reihe 
irgend eines Schema’s. 

4) Betrachtet man y als Function von @ und x, so ist y irgend ein 
Glied in einem bestimmten Schema. 

5) Betrachtet man y als Function von 5 und x, so ist y irgend ein 
Glied in einer bestimmten horizontalen Reihe irgend eines Schema’s, 

6) Betrachtet man y als Function von @ und 5, so ist y irgend ein 
Glied in einer bestimmten verticalen Reihe irgend eines Schema’s, 

7) Betrachtet man y als Function von @, 5 und x, so ist y irgend ein 
Glied des ganzen Systems. 
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$. 4 

Befinden sich in einer Gleichung zwischen x und y drei wesentliche 
Constanten, so muls man, um alle möglichen allgemeinen Begriffe von y 
bezeichnen zu können, die möglichen Werthe von y in ein System ge- 
bracht annehmen. Die Bestandtheile dieses Systems sind wieder Systeme, 
welche aus Schematen bestehen. Man kann zur festen Bezeichnung fol- 

gende Benennungen einführen: 
System erster Ordnung = System, dessen Bestandtheile Schemate sind, 
- zweiter - = 3 - - - Systeme erster 
Ordnung sind, 


- dritter - Schemate zwei- 


I 


ter Ordnung sind, 
Unter dieser Voraussetzung kann man leicht die Bedeutung der Sätze: 
y ist eine Function von x, u.s.w. angeben,. und so eigentlich die ver- 
schiedenen Begrifle von y als Function fixiren. 
6: 

Ist eine Gleichung zwischen drei veränderlichen Größsen x, y, s und 
einer wesentlichen Constante a gegeben, so kann man die Werthe von 
x, als Function betrachtet, ebenfalls in einzelne Schemate brivgen. Das 
erste Schema wird jene Werthe von z enthalten, welche bei einem ersten 
Werthe von y, und allen möglichen Werthen von @ und x, möglich sind; 
das zweite alsdann jene, die zu einem zweiten Werthe von y und allen 
möglichen Werthen von a und x gehören, u.s.w. Diese verschiedenen 
Schemata kann man nun als in Ebenen befindlich ansehen, die Ebenen 
endlich über einander geschichtet sich vorstellen, und das ganze nun eine 
Schichtung nennen. 


Kommen in der Gleichung zwischen x, y, s zwei wesentliche Con- 
stanten @ und 2 vor, so lassen sich die möglichen Werthe von x, welche 
zu einem Werthe von 5 und allen möglichen Wertben von a, x, y gehö- 
ren, in eine Schichtung, und auf diese Weise alle nur möglichen Werthe 
von z in ein System von Schichtungen gruppiren, welches man Schich- 
tung-System erster Ordnung nennen kann. 

Bei einer Gleichung zwischen x, y, z und drei wesentlichen Constan- 
ten, werden die möglichen Werthe von z in ein Schichtung - System zwei- 
ter Ordnung gebracht, dessen Bestandtheile Schichtung-Systeme erster 
Ordnung sind. 


2 * 
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Der Fortgang ist hierdurch genugsam bezeichnet, und bedarf kei- 
ner weiteren Andeutung, 

Durch diese Werth-Anordnung ist das bestimmteste und sicherste 
Mittel geboten, nicht allein die verschiedenen Begriffe von Function zu 
unterscheiden, sondern auch jeden einzelnen Begriff zu fixiren. 

Es ist bei dieser Auseinandersetzung jede besondere Bedeutung der 


Gröfsen x, y, .... absichtlich vermieden, und unbestimmt gelassen worden, 


ob 'diese Gröfsen Linien oder etwas anders sein sollen. Der Übergang 
zum Besondern ist leicht, Übrigens wird man ohne Erinnern einsehen, 
dafs das Voranstebende eigentlich der ganzen höhern Analysis vorausge= 
schickt werden mufs; es steht, als Einleitung, nur darum hier, weil es 
überhaupt gewöhnlich fehlt, für die Variationsrechnung aber unumgänglich 


nothwendig ist. 


U. Verallgemeinerung der Functionen oder Gesctze der 
Variation. 


$. 6. 

Jede Function von x u. s. w., oder jede Gleichung zwischen x, 
Yo... kann man als einen speciellen Fall einer allgemeineren Function, 
oder einer allgemeineren Gleichung betrachten. So ist z. B. die Glei- 
chung der Parabel y„’=px nur ein specieller Fall von 

y=px + Ye), 
wo a eine wesentliche Constante bezeichnet, und entspringt aus dieser 
allgemeineren Gleichung, wenn die Function Y(x, e) für irgend einen be- 
sonderen Werth von « verschwindet. Da nun die möglichen Werthe von 
y, welche aus der Gleichung y’= px sich ergeben, in ein Schema grup- 
pirt werden können, oder alle möglichen Parabeln ein Schema bilden, 
alle möglichen Curven aber, welche aus der allgemeineren Gleichung 
y=px+\y(x,«e) folgen, ein System erster Ordnung bilden, dessen Be- 
standtheile Schemata sind, so kann man so von dem Begriffe der Para- 
bel zu einem viel allgemeineren aufsteigen, indem man die Gleichung der 
Parabel als speciellen Fall der allgemeineren y„"’=pxr-+Y(z,e) betrach- 
tet, und diese letztere statt der Gleichung y„’=px gebraucht. Für den 
Rückgang vom Allgemeinen zum Besonderen bleibt dann immer die Be- 


dingung, dals bei einem besonderen Werthe von @ die Function ®(x, o) 
verschwinde. 








3 
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Obgleich, wegen der willkürlichen Function /, in der allgemeine- 
ren Gleichung, eine unendliche Anzahl Gleichungen, welche alle diese Form 
haben, begriffen sein kann, so hängt die Allgemeinheit der Gleichung doch 
keineswegs von der Willkürlichkeit der Functionsweise /, sondern einzig 
und allein von der neu eingeführten wesentlichen Constante a ab. Man 
mag für W eine Functionsweise annehmen, welche man will: immer bilden 
die möglichen Werthe von y, welche aus der Gleichung y„’=px-+ %(x, «e) 
entspringen, nur ein System erster Ordnung, und man hat für die Man- 
nigfaltigkeit der Begriffe, welche man mit y verbindet, keinen grölseren 
Spielraum, als eben dieses System erster Ordnung. 

Anders wird die Sache, wenn :/ (x, e) nicht blofs e, sondern auch 
noch eine zweite wesentliche Constante 5 enthält. Alsdann erhält man 
für die Mannigfaltigkeit der Begriffe von y ein System zweiter Ordnung, 
in welcher das vorerwähnte System erster Ordnung als Bestandtheil er- 
scheinen kann. 

Hieraus geht herver: 

1) Wenn zwischen x und y eine entwickelte oder unentwickelte Glei- 
chung gegeben ist, so wird der allgemeine Begriff, der mit y ver- 
bunden sein kann, zu einer grölseren Allgemeinheit dadurch erho» 
ben, dafs man in die Gleichung eine neue wesentliche CGonstante « 
einführt, unter der Voraussetzung, dals aus der allgemeinen Gleichung, 
bei einem besonderen Werthe von «, die besondere entspringt. Diese 
Erweiterung der Begriffsphäre von y kann man erste Erweite- 
rung nennen. 

2) Von der ersten Erweiterung kann man zu einer zweiten gehen, in- 
dem man eine zweite wesentliche Gonstante 5 einführt, unter der Be- 
dingung, dals die erste Erweiterung bei einem besonderen Werthe 


von 5 hieraus entspringt. 
$. 7. 


Eine andere Erweiterung der Begriflsphäre, welche y, vermöge 
einer zwischen x und y gegebenen Gleichung, hat, ergiebt sich, wenn 
man, aufser einer neuen wesentlichen Constante @, auch noch eine neue, 
von x unabhängige, veränderliche Größe x“) einführt. In diesem Falle 
erhält man für die Mannigfaltigkeit der Begriffe von y ein Schichtung- 
System erster Ordnung, und der erste allgemeine Begriff von y, den man 
für y aus der ursprünglichen Gleichung erhalten kann, ist in dem zwei- 
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ten, allgemeineren enthalten, wenn die Einführung von a und x in der 
Art geschieht, dals bei einem besonderen Werthe von @ die besondere 
Gleichung aus der allgemeineren entspringt. 

Dals man auf diese Weise, und unter ähnlichen Bedingungen, belie- 
big viele von einander unabhängige veränderliche Grölsen und wesent- 
liche Constanten in die gegebene Gleichung einführen könne, ist leicht 
zu sehen. 

. 8 

Eine dritte Erweiterungsart der Begriffsphäre von y findet Statt, 
wenn man in die zwischen x und y gegebene Gleichung, statt x, eine 
Function von einer veründerlichen Größse u, in Verbindung mit einer oder 
mit mehreren wesentlichen Constanten, einführt. Es sei z. B. die gege- 


N IC oO: 

bene Gleichung 1. da 22 
wo «a die wesentliche Constante ist. Nimmt man nun für x eine Func- 
tion von z und einer wesentlichen Constante 5 an, und führt diese in 
die gegebene Gleichung ein, so hat man zwei Gleichungen: 

9 En (yu,ab) = 0, 

—_ (ul) = O0. 
Sollen diese beiden Gleichungen aber die gegebene als besonderen Fall 
in sich enthalten, so muls die zweite Gleichung so beschaffen sein, dafs, 
bei einem besonderen Werthe von d, aus derselben x = x folgt. 

Angenommen, die zweite Gleichung sei so beschaffen, wie diese 

Bedingung fordert, so kann in (2.) jede für sich als ein specieller Fall 
einer allgemeinern Gleichung betrachtet, und jede auch zu einer allge- 
meineren erhoben werden, wenn man in jede eine neue wesentliche 
Constante, und zugleich eine neue von u unabhängige veränderliche Gröfse 
einführt. Die wesentliche Constante und die neue veränderliche Gröfse 
sei für die erste Gleichung 5°) und u“, für die zweite c und v, so wird 


man haben: E Fly, u, ud, a, b, 2) — 0, 

N pe, u, v, b, c,) == 0, 
und diese neuen Gleichungen enthalten die beiden vorigen als specielle 
Fälle, mithin auch die ursprüngliche Gleichung in sich, wenn sie so be- 
schaffen sind, dals bei einem besonderen Werthe von 2 die erste der 
vorigen, und bei einem besonderen Werthe von c die zweite der vori- 
gen Gleichungen entspringt. 
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Die Allgemeinheit der beiden letzten Gleichungen (3.) kann nun 
leicht nach viel weiter getrieben werden. Bleibt man aber nur bei die- 
ser Allgemeinheit stehen, so lassen sich folgende Betrachtungen daran 
knüpfen: 

1) Nimmt man y als Function von e, so bleibt x völlig unberücksich- 
tist und wird constante Grölse in den drei Fällen (1), (2) und (3). 

2) Betrachtet man y als Function von 5, so wird, nach (2) und (3), 
auch x eine Function von 5. Eben so, wenn y als Function von u 
genommen wird, ist auch x eine Function von u. 

3) Betrachtet man aber in (3) y als Function von u") oder von 2, 
oder von u“ und 5°, so bleibt x, als constant, dabei unberücksich- 
tigt, man mag x wirklich als constant ansehen, oder als Function 
von v, oder von c, oder von v und c betrachten. 

4) Eben so kann man x als Function von v, oder von c, oder von 
v und ce betrachten, und diese Annahme hat auf y keinen Einflußs; 
es ist dabei gestattet, y als constant zu betrachten, oder als Func- 
tion von u, oder von 5%, oder von u” und 5%, 

Hieraus ergiebt sich die Bedeutung und zugleich die Bedingung der 
Wahrheit für folgenden Satz: 
Wenn eine Gleichung zwischen x und y Statt findet, so kann man, 
dieser Gleichung unbeschadet, y als von x unabhängig betrachten, 
und als abhängig von ciner, zwei oder mehreren Grölsen, welche 
sich entweder in der Gleichung befinden, oder auch nicht darin vor- 
kommen; und neben dieser Annahme kann man x als constant, oder 
als von einer, zwei, .... Grölsen abhängig betrachten, welche in 
der gegebenen Gleichung nicht vorkommen. 
%. 9. 

Man kann auf dem vorhin bezeichneten Wege den zuletzt gefundenen 
Satz leicht dahin erweitern, dafs er nicht blofs für Gleichungen zwischen 
zwei Grölsen x und y, sondern für Gleichungen von jeder Anzahl ver- 
änderlicher Grölsen gilt: mag zwischen diesen Gröfsen nur eine, oder 
mögen mehrere Gleichungen gegeben sein. 

Als Folgerung aus dem letzten Satze kann man folgendes be- 
merken: 

Ist zwischen x, y und einer wesentlichen Constante @ eine Gleichung 

F(z,y,a) = 0 
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entweder gegeben oder bestimmt, und eine Function ®(x, y) gegeben, 
so kann man in dieser, wie gewöhnlich geschieht, y als von x abhängig 
Isetrachten; man kann aber auch y als von x unabhängig, und als von 
einer oder mehreren ganz fremden Gröfsen abhängig ansehen, und da- 
bei x entweder als constant oder als Function von einer oder mehreren 
fremden Gröfsen nehmen. 


Man kann aber noch viel weiter gehen, und ®(x, y), als speciellen 
Fall betrachtet, zu einer allgemeineren Function erheben, indem man 
in @(x,y) eine neue wesentliche Constante, oder eine neue wesentliche 
Constante und eine neue veränderliche, von x und y unabhängige Gröfse 
einfübret, so, dafs man ’ 

9" (a,y,u,b) statt D(x, y) 

hat. Diese Einführung hebt die ursprüngliche Funetion ® (x, y) nicht auf, 
und die allgemeinere Function ®") kann statt ® gebraucht werden, wenn 
nur die Einführung von der Art ist, dals bei einem besonderen Werthe 
von b die ursprüngliche Function ® aus der allgemeineren sich ergiebt. 


Diese allgemeine Function @ kann man nun im Einzelnen be- 
trachten als Function von x, und dabei x als Function von beliebig vie- 
len Grölsen : alsdann bleiben y und Ö, als constante Größsen, unberück- 
sichtigt, unbeschadet der zwischen x und y Statt findenden Gleichung. 

Eben so kann man © als Funetion von y, und Y selbst als Func- 
tion von beliebig vielen Grölsen, und dabei x und 5 als constant ansehen. 

Man kann @®“” als Function von y und » nehmen, dabei y von x 
unabhängig, und jede dieser Grölsen als Function von andern Gröfsen. 

Man kann @" als Function von x, y, u, 5 nehmen, und dabei 
ebenfalls x und y als von einander unabhängig betrachten. 

Nimmt man endlich ©"? als Function von u, oder von 2, oder von 
u und db, so bleiben x und y ohne dies aufser Acht, 


$. 10. 
Durch das Vorhergehende ist es leicht, dieBedeutung, den Grund 
und die Bedingung der Wahrheit folgender Sätze einzusehen. 
Ist zwischen x und y irgend eine Gleichung gegeben, oder findet 
überhaupt nur eine Statt, ohne dals sie gerade gegeben ist, und ist eine 
Function von der Form: 


F(x,y,9, (0, Yy)5 las Y) 9 Y) ....) 











4 





a 
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gegeben, so kann man darin y als von x abhängig betrachten, und dann 
ist Z nur eine Function von x. 

Mau kann aber x und y, jede Größe für sich, bis zu irgend einem 
Grade der Allgemeinheit gesteigert annehmen, so dafs y nicht mehr als 
von x abhängig angesehen werden mufs, und diese verallgemeinerten x 
und y in die ganze Function # einführen; dann ist F eine Function der 
beiden, von einander unabhängigen Functionen x und y. Es versteht sich 
von selbst, dals man die Verallgemeinerung etwa nur mit y vornehmen, 
und x in irgend einem Grade der Allgemeinheit nehmen, aber in der 
Fuuction F ganz unberücksichtigt lassen kann. Oder umgekehrt: 

Man kann die Gröfsen x und y, welche in F', aufserhalb der Func- 
tionen ®,, Pr, »... vorkommen, entweder gleichzeitig, oder auch nur eine 
allein, zu irgend einem Grade der Allgemeinheit erhoben betrachten, und 
dabei annehmen, es seien ®,, ®:, .... von diesen x und y völlig unab- 
hängig; so, dals F nur eine Function der beiden von einander unabhängi- 
gen Functionen x und y wird, welche aulfserhalb der ®,, ®, -... vorkommen. 

Man kann endlich die Größen x und y, sowohl jene, welche 
aufserhalb, als auch jene, welche innerhalb der Funetionen ®,, P,, - ... vor- 
kommen, als zu irgend einem Grade der Allgemeinheit erhoben betrach- 
ten, und zwar nicht allein jede Gröfßse für sich, sondern auch in jeder 
Function ®,, ©, «+». wieder auf besondere Art, und entweder in allen 
D®,, ©a5 «+». gleichzeitig, oder auch nur in einigen. 

In Summa: 

Man kann in der angeführten Function F(x, y, ®,(x,y)....) die 
einzelnen Elemente x, y, ®ı, - ... entweder alle zugleich, oder auch nur 
eines oder mehrere derselben, als eben so viele von einander unabhän- 
gige Functionen von beliebig vielen Grölsen annehmen, und diese An- 
nahme stört weder die zwischen x und y stattfindende Gleichung, noch 
die ganze Function f. 

Dieser Satz kann mit Leichtigkeit so erweitert werden, dafs er 
für Functionen von jeder Anzahl veränderlicher Gröfsen gilt. 





Es ist noch übrig, nicht sowohl die Anwendbarkeit, als vielmehr 
die Methoden der Anwendung der obigen Sätze zu zeigen. Ich werde 
dies ein ander Mal thun, und dann noch mancherlei Bemerkungen nach- 
holen, die hier ihre Stelle haben sollten. Heidelberg, im Jahre 1829. 
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16. 
Einiges von Näherungen in der Analysis. 
(Von Herrn N. MW. Schulze, Lehrer der Mathematik zu Rudolstadt. ) 





I. Ein Beispiel von Näherungen bei Auflösung 


algebraischer Gleichungen. 
WW . . 
Man nelıme die Gleichung an: 
x=p-+z, wo p dem x sehr nahe kommen soll, 

so ist: 

Bibi 4 z x z? 

x p p? p’ .. E 
Alles auf gleiche Benennung gebracht und für z, =’, .... wieder deren 
p? ’ 


a — pet = 0, 


Werthe gesetzt, so ist, bis zum Gliede 


3 


und bis zum Gliede —: 


=; 


a— Ip +3pPc—p = 0; 
und allgemein 
—p)" = 0, 

wo m eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, und in welcher Glei- 
chung das Fortschreiten des Näherungswerthes liegt. 

Nun sei, zum Beispiel, die cubische Gleichung z’= 2 x -+ 5 aufzulösen. 
Nimmt man m=3 und setzt in die Gleichung # — 3p x’ +3pP x — pP’ —=0 
für x’ den Werth ax +5, so ist: 


E 2 [@a+3p?] errtter]y (—p:)x 





x 








3p 3p 3p 4 
also 
a (a+3p2)? e+(b—p?)(a+ Ip) +3 (b—p?)px 
nr Ip? £ 


Substituirt man die Werthe von x’, x’ wieder in die Gleichung 
> Ip Ip r—p’— (0, 
so erhält man 
a re Pens 





6p+ — S3ap:+I3bp+ta? 
Für grolse @ und kleine 5 giebt dieses, weil man dann z=ya neh- 
men kann, 
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2 _ 5ab+4a: Va 
A  4a?+-30Va’ 
3 
und für große 5 und kleine «, wo p=yb: 
nV 92 
3 zz = 





96V b—IaVb2ta:) 
Es sei 2 =3x-+?2, also e=3, b=N, so ist in (2.) 


__ 30+62,352 __ 92,352 _ 
x = 96 10,392 = 46,392 = 1,30. ++ un statt =], 





It =xr+6, also a=1,5b=6, so ist x = 1,095 ...., statt 2 — 2. 


Viel genauer würde der Werth sein, wenn man mit einer höheren 
Gleichung als 2 —3px’-+3pe—p’ = 0 angefangen hätte. 


II. Anwendung auf die Quadratur von Curven höherer 
Ordnung. 


Wenn man z.B. folgende Gleichung setzt: eye =x—x, wo x, ı 
veränderliche Grölsen sind und x gröfser angenommen werden mufs, als 
z, und man entwickelt, wie vorher, so ist 


BEA M z .* 
cV x — 26 02 23 .v..e 
Nimmt man die Reihe bis zum Gliede “ats so ist, für =z wieder 


dessen Werth gesetzt, 
ve—2ctaıyze=(, ode (—I)x = 0. 
2 


Bis zum Gliede 7 ist 
(z—1)’xz = 0 
uud allgemein 
(ce—1)”x = 0, 
wo m eine beliebige ganze positive Zahl ist 
Man nehme z=2, 3, 4, und substituire der Reihe nach in die 
Gleichungen 
4. = — 2 +xr = 0, 
I. a 3er +3Rr—ı —=(, 
6. 4 +6 —Ir+r=0, 
den Werth aus der Gleichung irgend einer Curve. 
Mau nehme z.B. die Gleichung für den Kreis: 
"—1 al r 
so ist auch 


33 * 
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ae’ — iv; 
x* — a? — a? y? — (1—y?”); 
x —= r(1—y?). 
Setzt man die Werthe von a”, x’ in (4.), so bekommt man 
a a SR "Vene 
” ng 2—y? FR 2—y?’ 
dasselbe in (5.) substituirt, giebt 
8, BRNN:, . wet { = >, 
Diese Werthe in (6.) gesetzt, erhält man 
9 a ern 
; 8—8y2—y4 " 
Für y=0 it @—=1, wand y=1 für =0, sowohl in (7.) als (8.) 


und (9.). 


Setzt mu y=3 mx’=1—y’, so ist 


x = yi = 0,75 = 0,8660..:.. 


Aus (7.) folgt a m BETT .»i 
Aus (8.) - x = 0,8653 +... 
Aus (9) - x = 0,8659 .... 


Für y= Zi ist, aus @—=1—y, 
= 20,99 = 0,9948 ... 


und aus (7.) | 
x = 0,99497 .... 


Multiplieirt man die Gleichung (7.) mit dy, so erhält man 
—=0), also 


Iy 
/xdy == rl Mn 
v2-+y 


Jedy = 27 — nv 108 beiag var 
wo M der Modul des Briggischen Systems ist. 











’ 


1 
Setzt man y= 77, 50 ist 


va+l 
N m 10 
f edy = 0,2 — Say 108 brigg T’ 


ee 








für M, 0,43429 geschrieben; also 
0,2— 1,6282 „log brigg 1,15218 
0,2— 1,6282 . 0,06152 = 0,09983314 . 


Jay 


| 











e 
3 
3 
“ 
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Und wenn man die aus (1—y’) entstandene Reihe mit dy multiplicirt 


und integrirt, welches 


Jxay = y-ıy hr . giebt, und y=; en nimmt, 
so erhält man 
0,0998330 .... 
Man erhält also den Werth um so genauer, je kleiner y genommen wird. 
Für Curven, in welchen y=0, wenn z<=0, und y=» für -—= 

Conft. oder z=x, wo x und y auf einander rechtwinklige Coordinaten 
bezeichnen, könnte man etwa die Gleichung y=x—z, setzen, welche 
(y—x)’=z°, also 

1 1 z 1 1 z? 

Ehe ER .... und SER ee ee a ar 
giebt. Die Nenner weggeschaflt und die Werthe von z, z°.... gesetzt, 
erhält man 








10. y—?2ay+a’ = 0, 
11. y—4ıy +6x0’y’—4r’y-at —=0, 
oder allgemein (y—x)’"=0, wo m eine beliebige ganze positive Zahl ist. 


ac} 
j_, und 





Man nehme z.B. die Gleichung für die Cissoide: y’= 
substituire für y’, y* .... deren Werthe, so giebt (10.) 


IE TI 
Aus (11.) ündet man 











also 
1 3. y pm 








Für <=0 ist auch y=0, wie in y = Irz* 


Für x = t ist sowohl in (12.) als (13.) y=», wie in der Glei- 
chung für die Cissoide selbst. 
Setzt man z=%, so ist in (12.) y=*, also auch in (13.) y=}; 
3 
1— x" 





eben wie in y’= 





3 
Es sei =}, so ist nach d2)y=; 71 —ytpels, und 
2(i 
nach (13.) 
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y= 1,3125 .... 





Ausy= —— folgt 
== 1,29886 ..... 
Es sei x=}5, so ist in (12.) y== 0,375 und 
in (13.) y=0,37117.... 
Aus der eigentlichen Gleichung ist y = 0,37115.... 
Der Werth weicht am meisten ab, wenn x sehr klein ist, oder 
sich der Einheit nähert, und kommt dem wahren Werthe nahe, wenn x 
nicht bedeutend von z verschieden ist, was auch die Gleichung y=x—z 
ausvweisef. 


Man multiplieire die Gleichung (13.), nachdem die Division ausge- 
führt worden, mit dx, so bekommt man 


|ydaz = 30 — 4x fax + 3.S + (Const.=0), 


-—.E 








Jydx = 3, EIN, wo M=0,43429.... 


Setzt man hierin 2 =, so ist 
1 1 log? 
I: dı=n7353T17708m' 
—= 0,0416666 ....— 0,125 + 
—= 0,0899551 .... 


Nimmt man die Gleichung für die Cissoide selbst, verwandelt 





0,30103 
1,73716° 


vi-»e. 


in 
xzV x 
eine Reihe, multiplieirt dieselbe mit dx und integrirt, so erhält man 


' 2-4 6; 
14. Idee = #velstzetgetge tn ze 3 


332 * 





Fr = ist 
fx = :y4 = 0,1767% .... 

Der Ausdruck innerhalb der Klammern ist 
0,4 + 0,0714285 + 0,0%8333 + 0,0071022 + 0,0027043 = 0,5020683, 
Nimmt man dafür 0,503 und multiplicirt mit 0,1768, so erhält man 

0,0889304 «2. .5 
was dem Obigen' ziemlich nahe kommt. Um das Integral nicht blofs 
für einen bestimmten Werth zu erhalten, verbinde man mit der Glei- 
chung (y— x)” =0 noch eine Grölse, nämlich (y— px)" —=0, wo p 
diese Grölse bedeutet. Der Kürze wegen = 1 gesetzt, und in die Glei- 











* 
3 
= 
i 
4 
% 
& 








Bir EL 
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chung „”’—2pxy+p’xz?=0 für y’ den Werth „—; gesetzt, erhält man 


_ (d-p?)a?+p?x 
er PET 











oder: 
un x 1 1 
kl a An 
1 1 
= „Pr -Us—-z Auer 
also 


Iydz == DE — gr „!og brigg. (I—x); 
wo > als beständig genommen wird. 
Nun ist nach Obigem y—px=0, also p= 2; und setzt man 


aV x 
vi—x 
druck des Integrals substituirt, giebt 


vAi—a)/20—1 1 ü . 
16. Iydx — m: (er rlog brigg d—2)). 





für y, so ist p= = ; diesen Werth für p in den obigen Aus- 





Es sei =#, so ist 


Jr se E 3v3( mer ); 


— 0,86603 0,27083) ; 


—= 0,86603 (0,28768 —0,27083) = 0,86603 X 0,01685 ; 





also 
17. /ydx = 0,01459%6 .... 


Setzt man in (15.) e=*, so erhält man 
18. Iydx — 0,03125 X 0,441973; 


— 0,0138116 »... 
Also ist (17.) um 0,000781 gröfser als (18.), und es würde bedeutend 
genauer sein, wenn man y—px=0 wenigstens zur 4ten Potenz erho- 
ben hätte. 

Ahnliche Anwendungen lassen sich auf Curven aller Ordnungen 
machen. Wenn auch in den Gleichungen beide Coordinaten in höheren 
Potenzen vorkommen, kann man dennoch zu einer Gleichung gelangen, 
in der die eine der Coordinaten blols in der ersten Potenz erscheint. 

Man nehme die Gleichung «= y’— xy” und verlange x in der 
ersten Potenz, in Werthen von y: so nehme man wieder die Gleichung 
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x 


(e—y)”"=0, oder, der Kürze wegen, blofs (e—y)” =0, und setze z. B. 
m, also 
e"—3xeyt+3rsy”’—’=0 
In diese Gleichung setze man für x’ den Werth „”’— xy’, so ist 
9. a lanrt2er 
3 * 
Man multiplicire diese Gleichung mit x, und substituire für x’ rechter 
Hand den Werth von x’ aus voriger Gleichung, so ist 
1,20, [donNyb22Y 
(i—y)y-+2y .x2 d—-y>+25 ( 3 ) 


— — 
20. E_ 3 = 3 . 


„u, a Srner+2lions® 
g =“ 














also 





Diese Gleichung wieder mit x multiplicirt und für x” dessen Werth 
aus (20.) substituirt, giebt 
2. RE ie 
Es — 9 . 
Nun nehme man in («—y)”=0, m=4 und setze in die Gleichung 
"—4Iry+bxry’—4ry’+y°=0, für 2°, a, 2°, die Werthe aus 
(20., 20., 21., 22.) , so bekonımt man 
_ 3+38y—4r2 











244-16y ° 

Für y=}% istauch x=3%, wiein @—=y’— xy’. Man mülste auch r=0 
bekommen für y=0, wenn man nicht, zu niedrig, mit  =3 in (r—y)” 
= 0 angefangen hätte. 

















— EEE LE ZELLE DT 
— ——— 
£ 
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17. 


Three essays on mathematicks. 


(By Mr. W. U. Miller, and Mr. Ch. Brooke, professors at St, Johus College at 
Cambridge. ) 








u prove that — 1. — n is a whole number 


when n we r are whole numbers. 
(By Mr. Miller. ) 


Le the continued product z(r—1)(r—?2)....3.2.1 be denotel by de 
symbol |z2, as proposed by Professor Jarrett in his Essay on notation, in 
the third volume of the Transactions of the Cambridge philosophical Society. 
In-+r+1 n-Fr-+1 In+r In+r -( 1% ı) In+r 7 In+r _ Intr 
In In Ir+1 jo r+1 alr ri Ir Ir Ina—1 Ir +1 In Ir Ir , 
ven 1 EEE. 5A 
"frlHt In r+1 Sale 
Whence, writing 1,2, 3,.... successively for z, and observing that 


















































+1 EBEN ı. ». r Ru re 1 
Bums 7.9. ph... 
we get the following equations: 
Ir+1 ‚ 
0 IH N 
2 +1 +1 
1 + Po r+l er 
LS rt? _ Ir#2 
BHO ne H TO ee 
In-+-r+1 In-Hr e. be 
rl tHt 9 RirHT je 
Ir+r+1 +1 ir+? In-+-r 
TH tmetreer tee 
Crelle’s Jownral d. M. Rd. XtiL Hit}. 7 








io 
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li r=1, the preceeding equation becomes 
In-+2 - | 
m 1--2+3....+2-+1, a whole number. 
fr=?2, it becomes 
In+3 TR ie n+2 
RB I'trmer TmB 


Now every term on the right hand side is a whole number by 








In-+3 


the preceding equation. Thence = „is a whole number. In the same 
In-4-4 In-+-5 Sage 

manner we prove that ——, BE ‚„ and soon successively, as for as 
74 I / « 


— 


urıryÄa\ 


we please, are whole numbers. 


II. 


/ > u ». i PIZZ a ze > ER a a a n4 . j . 
An investigalion of Ihe caustics produced by successive reflexzion 


at spherical surfaces. 
(By Nr . Miller. ) 
Let RB, ’ R,, hı; JAERT. fi,; Arazı (Tab. I. Fig. 1. ) be the path of 
spherical surface at 


the points Z},, 2, 2... Rus; C the center of the surface; Q the focus of 
ineident rays; 9, Gay «+... 9, the points to which the rays in the plane 
of reflexion converze after 1, 2, .... 2 reliexions. 

Bisect Z,R,, AZ 2... 2,2%, in the points Z,, Z,, .-.. Z,, and 


si 


the axis of a pench of rays, reflected 2 times by 


np rn 
#7} - = 
ki,)UVAE . » 














let hf, == 26 Cr =uü, ı = ZT 
Now 
1 1 2 
qı£&i OL, ce? 
1 1 eo 
Bit „E ah 
J, #2 YJı #ı 
» “ Eu ® ” ” » } 
1 
( n En G: —ıE:—ı og C ’ 
thence 
1 1 In 
——— . = j 














i 
; 
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Tho find the successive caustics when parallel rays are ineident 
upon a spherical reflector, 


Let the incident rays be all parallel to /,/?,, or 0: we 


OE, 
L 2 R,E, | 
4.57 — and 9,E, = a . Draw 9.7 parallel to CZ,,,, meeting 


CR, in Z. With center Z/and radius ZZ, describe the circle 9„ It. meeting 
9.I in B, and with center C and radius CZ/ deseribe the circle {XH,. It 


In —4 


get 











is easily seen that CH = 37 IH=—,,—.e and BH = IH(/BIH) 
= g.2r. Now DXÄH=CH (ZDCH) = (!n—1)r; . DER 


—BH, .. og. is a point in the epieyeloid whose base is XD and ge- 
nerating circle the ceircle ZBg,. The epieycloid touches the reflecting 
surface in Z. The angle between CI and the cusp of the epieycloid is 
2n—1 

2 





Te 
The caustic is of course the surface generated by the revolution 
of this epieycloid round a line through C parallel to /,7,. 





To find the successive caustics when the incident rays diverge from 


a point in the surface of the spherical reflector. 


1 db. 2m n 
An a, "3 "+- ce In En 


Draw 9,7 parallel to C/t,,,; with the centre Z and radius 


Let the incident rays diverge from /i,; .*. 


ch it 
r. 2n-1 F 


IR, describe the circle ZQ,R, meeting 9,.] in DB, and with centre C 


and radius CH describe the cirde KH. Now EN =-—Z_, IH= 


9, +1? 
na > ser fi 2 n 
5 AKH= CH.(ZACH)= 5,7297, BH=IH(ZBIH)= 


31? 7; AKH=BH; .. g, is a point in the epicycloid whose base is 
n 
the eircle KH, and generating circle 9, HB. This epieycloid touches the 


reflector in /? and comes to a cusp alter describing an angle ar. And 
the caustic is the surface generated by the revolution of the epieycloid 


round Clr,. 











34 * 
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III, 


Solution of the partial-differential equation to the motion of 
sound in space. 
(By Mr. Ch. Brooke.) 


Nota. d,z denotes the differential coefhicient of z with respect to x, 


dz ie r 
Or, a8 it is often written. 


Solution of the equation 


1. diz = E(ts+2d2— 2). 


Generally, if x and y be supposed functions of u and v: 


a. 
d,z = d,ud,z-+ „uU: 


d 
— ud ,zs+d,vd,z, 
Y 


(d,uP das 2d,ud,„vd,d,z+(d v’d;z + dLud,z + divd,z, 
d.ud,ud,.z-+ (d,ud,v--d,ud,v)d.d‚s-+ d,vd,vd,z 
+d,d,ud,z+d,d,v u. 
Rz = (d,u)’daz-+2d,ud,vd,d,z-+ (d,v)’d,z-+-d}ud,z4+ d,vd,z. 
Assume u=x-Äiy, v=xz—Äy, then 2=3(u--v) and 


| 


r 
L 
er 
IN 




















d.z = d,z+d,z, 
di,z = d,zs+2d,d,z+diz, 
diz = K(dYz—2d,d,z=+di2) 
Substituting these values in (1.), we have 
1 22z 
.: ie Si or 
2. ddr det) nn 
Assume 
E d,s+ zu f, Op rss; 
1 z 
. .dud,z+ - u — == dt, 


- 


B. 1 = 
.. from ( ) d,t+ a Br hause) Am 237 I 0. 


Substituting iu this equation for d,z its value in (3.): 
t 2z 

7 - — 

due uf-v  (u-Fv)? 


= 4u4v)d,t+:(u--v)i 





= 0, 
whence 


and 


d,z = utv)a,dtt(wtv)di+ 3utv)de+32. 
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Substituting these values of z and d,z in (3. ): we obtain 
4. ddtt dt ut=0. 





Assume 
5. dut+ =w, or dt = w— 
then 
d.dit + dt = 4 = d,w, 
.. from (4.) d, + at dt =0. 


Substituting in this equation for d,? its value in (5.) we have 


d,w +, == 0 











whence 
3 
PER...” 1) 
u-t- v 
(The form d;® is assumed for usa 
d’p(v) 
... t = —— 
from (5.) d, + my. and 


(u+v)’d,t+3(wt ot = (u+vdp), 
and by integration 
(u+-v)t = (uFvV)d;Plv) -—2(utv)d,O(v)+-2P9(v)+F(u), 
or 
wrYt = OWL) + OH 


Substituting in this equation ar t its value in (3.) we obtain 


2 2 2 1 RR 
wrr)dst+z = ERW) + + FW). 
Integrating, 
ut = N) ZN amd zart 
and 
= —1_4,0W)- — WW) ++ —- Yu) — —— HF (u) 
Tree N (u-Fv)? uf v (ufFv)2 
To render the functions of vu symmetrical with those of v, assume 
0=—d,f and = —2/, then 
1 . , 

[flu) — ev) — utv [d.fu)— d,P(v)] 





2 


W+v% 
= Ne H N) Pen] za ld Satin Mey) 
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18. 


Beitrag zur analytischen Sphärik. 
(Von Herrn Prof. Dr. E. Gudermann in Münster.) 





1. 
In meinem Grundrisse der analytischen Sphärik sind Formeln entwickelt 
worden, nach welchen man aus den gegebenen Gleichungen zweier Haupt- 
kreise den Winkel berechnen kann, unter welchem sich diese beiden Li- 
nien schneiden. Es zeigt sich aber nicht selten das Bedürfnils, wenn die 
Gleichung eines Systemes zweier Hauptkreise gegeben ist, unmittelbar aus 
dieser Gleichung den Winkel der beiden Hauptkreise zu bestimmen. 

Ist Ay°-+2Bay+0Cx’+2Dy+2Er+G=0 die Gleichung des 
Systemes der beiden Hauptkreise, und bezeichnet (x‘, y') den Durchschnitts- 
punet derselben, so haben die einzelnen Gleichungen derselben die Form 

y—y' = v(e—x)) und y—y' = v/(r—ı'), 
und die Gleichung des Systemes der beiden Hauptkreise ist also 

[y—y — ve —r')].[Iy—y—v(c— a] = 0; 
wird diese Gleichung entwickelt und mit der gegebenen Gleichung iden- 
tifieirt, so erhält man die folgenden Bestimmungen: 


— 4v+v) = 28, 

40.vV ml, 
A—2y+w+V)e) = 2), 
A(—2vvxe+(v+v)y) = 2E, 
Ay” —(v+vV)ey'+vvx’) = G. 


Die vier ersten Formeln geben zunächst die beiden Gleichungen 
Ay+Bx+D=0, und By+Clre+E= 0, 
welche zur Bestimmung des Durchschnittspunctes (x, y‘) der beiden Haupt- 


kreise dienen, und aufgelöset die beiden Formeln geben: 
ı _. AE—BD CD—BE 
TE Bil BR -4C' 








und y = 


Der Ausdruck für G läfst sich umformen in G=—Dy’—Ex‘; 
und werden hierin noch für x’ und y’ die so eben gefundenen Ausdrücke 


substituirt, so erhält man die Bedingungsgleichung 
AE—N?BDE+CD’ + G(B—4AC) = 0 


»* 
y 
‘ 














% 
R\$] 
= 
je 
Fe 
Ir} 
“A 
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für die Constanten der gegebenen Gleichung, wenn sie einem Systeme 


zweier Hauptkreise zugehören soll. 
Für v und v’ erhält man endlich die Ausdrücke 


EEE re a FB V(B®—A0) 
A A 
woraus noch zum künftigen Gebrauche folgt: v— vo’ — 2v(B Bao) C) 
Sind nun aber ae +by-+e=0 und «x-+b'y+c'—=0 die Glei- 


chungen zweier Hauptkreise welche sich unter einem Winkel = 7 schnei- 
den, und ist der Coordinatenwinkel =[r, so ist, nach $. 11. des oben ge- 


nannten Grundrisses, 
sinrY [(ac’ — ca’) 2_1/(ab’ —ba’ )2--(b ce —ch'\?— Hac’— ca’\(be’—cb’)cosr] 
v=+ 
- aa’-+-bb'+-cc’ sin r?— (ab’--ba') cosr 
und da im vorliegenden Falle a=v, = —I, c=y'— vr‘, «"=v‘/, 
’=—1 und e =y'—v’x’ ist, so findet man, nach gehöriger Substitu- 














tang s 


tion und Reduction: 
A u ” . 
aa’+ bb'+ cc’ sinn —(ab’+ba‘) cosr = 423 = Creer , 


ferner ist a’ — ca = — (v'—v)y; ab'— ba’ = (v—v), be’—cl’ =(v/—v)r, 





und es ist also 
+2sinrV (1-+ 247” — 20’ y'cosr).V (B? —A0), 


tag? = is, A—2Bcosr+C+Gsinr? 
eine Formel, in welcher auch noch für x’ und y‘ die oben angegebenen 
Werthe substituirt werden können. Bezeichnet man den Abstand des 
Durchschnittspunctes (x’, y‘) der beiden Hauptkreise vom Anfangspuncte 
der Coordinaten mit A, so ist also auch: 


a SE +2.V(B?—_AC) sinr 
Ben 4—2bwsr+C+6Gsinr?’ cos4? 








und es ist dann 
(AE— BD)? —2(AE— BD)(CD— BE)cosr+(CD— BE)? 


tang X’ = (B2 — AC)? 9 
Sollen die beiden Hauptkreise auf einander senkrecht sein, so hat man die 





einfache Gleichung 
A—2Bcosr+-C+Gsir = 0, 


welche sich, im Falle eines rechtwinkligen Coordinaten-Systems, noch 


zusammenzieht auf LCHE = 


2. 
Wenn man von einem Puncte P=(£, u) im Umfange eines sph. 
Kegelschnitts, dessen Gleichung Zy’ +2 Bxy-+Cx’+2Dy-+?2Ex+G=0 
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ist, nach den Endpuneten einer Sehne MV, deren Gleichung mx -+ n y—1 
sein mag, zwei andere Sehnen PM und P.V zieht, und der Kürze wegen setzt: 
A—=mt+nu—l, p=4du+bt+D, g=Bu+Ci+E r=Du+EttG, 
so ist, nach einer frühern Abhandlung, die Gleichung des Systemes der 
beiden zuletzt genannten Sehnen: 
(Ay+2Baytta& +2 Dyr2Ert6)A=%py+gsc+r)(me+ry—1), 
oder auch 
(AR—2pn)y + 2(Pr—pm—gn)ayt(CR— 27m) +2(De—rn-p)y 
+-2(Ei—rm+o)cs+6Gi+?Ir=0. 

Soll nun das in den Kegelschnitt eingeschriebene Dreieck MPN rechtwin- 
kelig und P der rechte Winkel sein, so hat man, nach dem Vorigen, die 
Bedingungs - Gleichung 

A—%pn+Cr—2gm+Ci-+?r = 0, 
oder auch (+ C + G)\(mt--nu—1)=R(pn-+-gm—r), wenn der Coor- 
dinatenwinkel = 90° ist, 

Nehmen wir nun die beiden Hauptaxen des Kegelschnitts selbst 
zu Goordinaten-Axen, so hat die Gleichung desselben die einfachere Form 
l. AY HC +G = 0, 
und es ist also B=D=E=0; daher ist p=Auy, y=Ctwudr=6G, 
und hiernach verwandelt sich die obige Bedingungs - Gleichung in 

(A-C+6G)(mt+nu—) = 2(Anu-Umt—G), 


oder 
2. (G+C—A),nu+(G+A—LO).mt = A+U—G. 


Schen wir nun die Sehne MN als gegeben oder unveränderlich an, so 
sind 2 und rn ebenfalls gegeben, und indem wir die so eben erhaltene 
Gleichung mit der Gleichung Au’ + C!’+G==0 verbinden, sind die Werthe 
von £ und u bestimmt, und also auch die Lage des Punctes P; nur dafs 
bei dieser Bestimmung eine Zweideutigkeit obwaltet. Daher können 
über der Sehne MN eines Kegelschnitts nicht mehr als zwei 
Peripherie-Winkel construirt werden, wenn ein solcher 
Winkel ein rechter sein soll. 


3. 

Wentu wir hingegen den Scheitel P= (t, u) des rechten Winkels 
in der Peripherie des Kegelschnitts festhalten, so kann sich der rechte 
Winkel um diesen Punet drehen, und die Sehne MV, oder auch die Hy- 
potenuse des rechtwinkligen Dreiecks MP, erhält dabei immer andere 
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und andere Lagen. Um den Durchschnittspunet der Sehne MN mit 
der consecutiven zu finden, hat man die beiden Gleichungen 

mt+xtny =1 
und (GH+C—-Anu+lC+4—O.mt = ALC— 
dergestalt zu diflerenziiren, dals man nur 2 und n als veränderlich an« 
sieht, wodurch man erhält: 


adm-+ydn=0, 


und 
(G+ C— Audn+(G+A—COtidm = 0: 
also 


(+09. = (G+4—0).Z. 
Wird aber der Werth (+ C—-Au=(6+4—0). in der obigen 


Gleichung substituirt, so erhält man 


(G+A— O)nty-FHG+A—O)mix = (A+-C—G)r, 


(G+A—C)\(ny+mz)t = (A+C—G)x, 
und, dazy-Frx==1 ist, so hat man 
_ 6+4—-C _ 640-4 | 
AFtc—-% u era 
Der hierdurch bestimmte Durchschnittspunet, welcher P‘ heilsen mag, 
hängt also nur von der Lage des Punctes P im Umfange des Kegelschnitts 


ab, und wir haben also das folgende Theorem: 


oder 








Et und y 


Drehet sich ein in einen Kegelschnitt beschriebenes 
rechtwinkeliges Dreieck um den Scheitel des rechten Win- 
kels, während die Hypotenuse immer eine Sehne des Kegel- 
schnitts bleibt, so schneiden sich alle diese Hypotenusen im«- 
mer in einem festen Puncte, welcher sich nur dann ändert, 
wenn der Scheitel des rechten Winkels auf dem Umfange 
des Kegelschnitts fortrückt. 

Da zu jedem Puncte P ein Punct P’ gehört, so gehören die Puncte 
P' dem Umfange einer Curve an, deren Gleichung leicht zu finden ist, 
und dadurch erhalten wird, dals man die Ausdrücke 


A406 nt 
= Grazer m m gig): 


in der Gleichung {u +C+G=0 substituiert. Man erhält dadurch aber 
A C ö G 
u — Ö, 


= 

















2 
(G+ CAR? + (G-FA4— 0)? in (A+-U- 6)? 
Cralle’s Journal d. M. Bd. Xlil. Hit. 3. 35 
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und hiernach ist die Ortscurve des Punctes P’ ebenfalls ein 
Kegelschnitt, der mit dem gegebenen Kegelschnitte (der 
Ortscurve des Punctes P) dieselben drei Mittelpuncte und 
zwar insbesondere denselben inneren Mittelpunct hat. Man 
kann auch nun leicht aus den Axen des einen Kegelschnitts die Axen des 
anderen herleiten, womit wir uns aber nicht weiter aufhalten. 

Zusatz. Es hält nicht schwer, die reciproken Sätze anzugeben: Wenn 
man um einen sphärischen Kegelschnitt rechtseitige 
Dreiecke (solche, deren eine Seite ein Quadrant ist) beschreibt, 
und die Seite, welche der Quadrant ist, in einem festen, 
den Kegelschnitt berührenden Hauptkreise fortrückt, so 
beschreibt der Scheitel des Gegenwinkels einen zweiten 
Hauptkreis, und wenn dann weiter der erstgenannte 
Hauptkreis den gegebenen Kegelschnitt umhüllt, so um- 
hüllt der zuletzt genannte Hauptkreis einen zweiten 
Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen dieselben drei 
Mittelpuncte hat. 

4. 

Wenn man von einem Puncte P=(x‘, y’) aus zwei Tangenten an 

einen Kegelschnitt zieht, dessen Gleichung 
Ay +2Bxy+Cx+2Dy+32Es+6G = 0 

sein mag, so ist bekanntlich die Gleichung des Systemes dieser beiden 
Tangenten 
(B’—A0)(zy'—yx') +2(BD—AE\y'—y)\(cy'—ya') +(D—A6)(y'—y)' 

++? (CD—BE) (eo —x) (ey'—yx') + 2 (DE—BG6) (x —x)(y'—y) 

+(E- Gl)’ —x) = 0, 

es mag die Construction eben oder auch sphärisch sein. Diese Gleichung 
gestattet eine Umformung, welche wichtig ist und neu zu sein scheint, 
und welche ich hier daher mitzutheilen wage. Man kann nimlich statt 
der vorstehenden Gleichung die folgende an die Stelle setzen: 

[dyy'+Blay'tya')tex&+D(yty)tEacte)+6 = 
(Ayp+2Bxy+Cx°+2Dy+2Er+ G)(Ady’+2Bxe'y+Cx”+2Dy-+2Ex +6). 
is wird hier hinreichen, durch die Entwickelung dieser Gleichung ihre 
Übereinstimmung mit der vorigen nachzuweisen. Setzt man zur Abkürzung 


p=ÄAy+Bx+D, 9=By+Cxs+E r=Dy+Exr+G, und 


pP = Ay+Bx+D, 9° = By'+CxX+E r = Dy’+Ex+G, 





= 
‚ 
| 
| 
\ 
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” 
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so ist zunächst 
Ay+2Bxey+Cx+2Dy+2Er+6 = PyrIetT 
Ay” +2Bxe'y +Cz"+2Dy+2Ece+G = py+oc+r‘, 

Ayy Bay +) +Cze+Dytyd+ER+ EG = py-hrahr 
und auch = py'+yx'+r, 
und die zu beweisende Gleichung verwandelt sich also in die folgende: 

pyH+Ie+nNpyHtFractr) = (pytsae+rn)pyHtrcHr), 
welche durch Entwickeiung sich verwandelt in 

pe—Hp)\ey—yal)ropr rp)y—ytaor—r)a—a)=0. 

Werden aber die Werthe von p, 9, r, p‘, 9°, r’ benutzt, so erhält man 
pg—gp' = (B?—.AC) (ey’—ya’)+(BD—AE)\y'—y)+(CD—BE\z2'—x), 
pr—rp' = (BD-AE)(ay'—ya')+ (D’—A6\y—y)+(DE-B6Ye—e), 
gr rg‘ = (CD—BE)(ey'—ya')-+ED-GBXy—y)+ (E-GCY\e'—e), 
und werden diese Ausdrücke in der vorigen Gleichung substituirt, so er- 
hält man die allgemein bekannte Gleichung für das System der beiden 
Tangenten. Wir können unsere Gleichung auch auf folgende Art schreiben : 

K#y’+Be’+D)y+(By'+C2e+EDr+Dy’+Ea+6] = 
Ay’+N2Bay+Cx’+2Dy-+2Ec+ GA” +2Ba’y'+Cz”+2Dy'+2ExX+ 6) 

== 0 
Verbinden wir diese Gleichung des Systemes der beiden Tangenten mit 
der Gleichung des Kegelschnittes selbst, d. h. setzen wir den Factor 
Ay’ +2bay+Cx2+2Dy+2Er+6=0, 

so erhalten wir die Gleichung der Chordale, welche hier also die Be- 
rührungssehne ist, nämlich die Gleichung 

(Ay +Bx+D)y+(By’+Cx+Ma+Dy+Er+6 = 0, 
und da diese zugleich die Gleichung für die Polare des Punctes P ist, so 
ist also jene Berührungssehne mit der Polare des Punctes P 
einerlei, und gerade aus diesem Gronde lüfst sich die Gleichung des 
Systems der beiden Tangenten also in Factoren zerlegen. 


I. 

Die gefundene Gleichung vermittelt nun den Übergang zur Auf- 
lösung einer anderen analytischen, die Kegelschnitte betreflenden Aufgabe, 
wovon sowohl in der Planimetrie als in der Sphärik Gebrauch gemacht 
werden kann. 


35 * 
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Es sei ay+öixe-e=0 die Gleichung einer Sehne eines Kegel- 
schnitts: man soll durch die beiden Endpunete dieser Sehne Tangenten 
legen, und die Gleichung des Systemes dieser beiden Tangenten herleiten. 

Es sei wieder Zy +2Bzy-+-Cx’+2Dy+2Ec+6G=0 die 
allgemeine Gleichung des Kegelschnitts, und (z’, y’) der Durchschnitts- 
punct der beiden Tangenten, so ist 

(Ay'+Bz'+-Dy+(By+Cr#+EDr+Dy-Er+6 = 0 
die Gleichung der Berührungssehne; und wird sie mit der gegebenen 
Gleichung indentifieirt, so erhält man 

, _ (E®—-GC)a+t(GB—DE)D+(CD— BE)e 
I = (CD-BE)Ja+(ZE—- BD)b+(B? 40) 








und 
, _ (GB-DE)a+ (D? —6Nb-+(AE— BD) e 

— — (CD—BE)a-- (AE— BD)b+(B? —.4C)c? 
und diese Ausdrücke müssen in der Gleichung 

Pytrfat) = pytrerrn@ytretr) 

des Systems der beiden Tangenten substituirt werden. Den gleichen Nen- 
ner der beiden Ausdrücke bezeichnen wir mit /V, und mit z den Ausdruck 
AP —N2BDE+ED’+G(D’— ACC) Wird die Substitution wirklich voll- 
führt, so erhält man 





x 


na nb 


p' Zu Ay'+Bx’+D = N 5 g' == by'-Cx-E = N 
und 





F LE, ai nc 
7 Dy-+Ex +6 N 
und hierdurch verwandelt sich die Gleichung in 
n , 6 RE P u N/mm Fr 
(ey ++) = (py+yaetr)(ey'$ix-Re; 
die weitere Substitution und Reduction führt endlich zu der Gleichung: 
[AP — 2 BDE+ CD + 6G(B-AO)(ay+bx-+c) 
—= (Ay? +2bay-Cx°+2Dy-+?2Exr+ 6).A, 
in welcher unter Ä der constante Factor: 
K = (E— GC)e+%GB—DE)ab+(D’— ECNb’--2(CD—BE)ac 
+ 2(4JE—BD)be+(B’— AC)e 
verstanden wird. Diese Gleichung für das System der beiden durch die 
Endpuncte der gegebenen Sehne gehenden Tangenten des Kegelschnitts 
scheint ebenfalls neu zu sein, und nur ein specieller Fall derselben findet 


sich in den Lehrbüchern der analytischen Planimetrie und in einer frühe- 


ren Abhandlung von mir in Bezug auf die Sphärik. 


5 
% 














18. Gudermann, Beürag zur analytischen Sphärik. 269 


Ist nämlich «@=b=0, d.h. ist ein Stück der Cardinale des Coor- 
dinaten-Systems selbst die gegebene Berührungssehne, so ist = (B’— AL). c? 
und die Gleichung verwandelt sich nun’ in 

Ay+2Bay+Cz+2Dy+2Er = EZ, 
in der Planimetrie stellt aber diese Gleichung das System der beiden 


Asymptoten der Hyperbel dar. 
Gelegentlich werde ich auf die Anwendungen der vorstehenden 


allgemeinen Gleichung zurückkommen. 








Beweis des Lehrsatzes 28. im zweiten Bande dieses Journals 
(Seite 190). 
(Die Aufnahme ist durch Zufall einige Jahre verspätet.) 
Der Lehrsatz heifst: 
Wenn irgend ein sphärisches Dreieck BC (Taf. TI. Fig. 2.) gegeben ist, 
und man zieht aus seinen Winkeln durch irgend einen Punct P Haupt- 
kreisse APA,, BPD,, CPC,, welche die gegenüberliegenden Seiten in 
A,, B,, Cı treffen, so hat man, wenn M der Pol (das Centrum) und 
It der Radius des um das gegebene Dreieck beschriebenen Kreises ist: 
sin Pd RN... PB, FW. PC; .. cs MP 
sin_ dA, sinbb, sinCC, cosfı 
Um diesen Satz elementar zu beweisen, ziehe man vom Mittelpuncte 
der Kugel aus Radien nach den Puncten 4, B, C, 4,, B,, €, P, M; 
von den fünf letzten Radien werde das Sehnendreieck in «@’, b’, c’, p, m 
geschnitten; ferner ziehe man im Sehnendreiecke die geraden Linien 4a‘, 
Bi’, C’c, welche sich in p schneiden, und noch die gerade Linie mp vom 
Mittelpuncte 2 des Kreises, nach dem Durchschnittspuncte 2. Wird der 
Mittelpunct der Kugel mit 7 bezeichnet, so ist offenbar 
pb’ __Fp sinP5B, pa _UÜp snPA, pe’ Yp sinPG,. 
Bb‘ ",VB’sinBB,’ Ad VA’snAd, und Ce — FCsn BE, 
pb' |, pe pe __ .. or 
Da nun aber 7, 7 Zr t(z ti und FA=V/B=VCist, so erhält man 
sinPB, sin PA, sın PC, A 
sinDbDb, r sin dA, ” sinGEG, m Up’ 
Nun ist aber /m=V Acost, und/m=Vp.cosMP, also ist _ 
welches dem aufgestellten Satze gemüls ist. f 


























cos PM 
cosR ? 





-_— - na Tan Ti IT MR Dramas 07 1 men -- 








= 4 4 ’ . 
270 19. Pagani, sur les pressions d’un corps sur plusieurs appuis. 


2 


19. 


Sur les pressions exeredes par un corps pesant qui 
repose sur plusieurs appuis. 


(Par Mr. Pagani, prof. ord. a la facult@ des sciences de l’universit& de Liege.) 





I ie probleme que je me propose d’analyser dans cet &cerit a dt& traite 
d’une maniere ing@nieuse par Villustre Euler dans le 18“ volume des 
Nouveaux Commentaires de l’Academie des Sciences de St. Petersbourg. 
Vers la fin de lannee 1823 je presentai ä l’Acad@mie des sciences de 
Bruxelles un essai sur le möme objet ou, apres avoir &tabli ä priori que 
la somme des carres des pressions doit etre un minimun, je fis voir que 
ce prineipe conduisait a Ihypothese d’Euler, et r&eeiproquement. 

Probleme 1”. Un prisme solide homogene droit s’appuie par sa 
base sur un plan horizontal suppose inflexible. Au centre de gravit& de 
la base sup@rieure est appliqu@ un poids p, incomparablement plus grand 
que celui du prisme. En \esignant par 2 la distance entre les deux bases 
du prisme avant lapplication du poids p; et par /—z, cette distance 
apres la legere compression du prisme produite par le poids >; trouver la 
relation qui doit exister entre les trois quantites p, /, et z. 

Solution. Ge problöme presente deux cas selon que laxe du 
prisme reste droit ou sinllöchit apres la compression. 

1” Cas. La relation d@mandee sera exprimee par l’Cquation 


l. PER 


dans laquelle » d@note un poids donn€e et qui depend de la nature du 
prisme et de l'aire de sa base. 

2” Gas. Par le centre de gravit@ de la base du prisme imaginons 
ın axe limitCE ä la peripherie de cette base; et supposons que laire 
totale de la base soit divisce en rectangles infiniment petits par un systäme 
de droites perpendiculaires a laxe. En nommant ? Tune quelconque de 
ces Jroites, u sa distance au centre de gravit@ de la base, et = le rap- 
port de la circonference au diametre, posons, pour abreger, 


u "/vudu, 








; 











- 
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Vintegrale devant s’etendre ä la base entiere du prisme, et l’axe des u 
etant choisi de maniere que la valeur de &4“” soit la plus petite possible, 
Cela pose, on aura d’abord 


2. P>ur=ll; 


ensuite, on trouvera, en negligeant les puissances sup@rieurs de 


—| u 


‚et en 


supposant que le prisme conserve toute son £lasticite, 
3. P= 114). 

On pourra consulter pour la d@monstration des formules (1.), (2.) 
et (3.) le Trait& de mecanique de Mr. Poisson, tome 1” page 6ll, et 
suivantes. 

Probleme 2”. Une table horizontale inflexible est supportde par 
un nombre quelconque d’appuis prismatiques verticaux et homogenes. 
On applique ä un point determine de la table un poids donne, et 
l’on demande quelle sera la pression exerc&e par ce poids sur un appui 
quelconque. 

Solution. Supposons d’abord que tous les appuis soient legere- 
ment comprimes et que leurs axes restent droits et verticaux. Il est 
evident que les extr@mites superieures de ces axes, qui d’abord £taient 
situces sur un plan horizontal, se trouveront, apres la compression des 





appuis, sur un plan dont l’@quation pourra s’exprimer de cette maniere: 
z=A+ux-H+vy; 

le plan des x, y, @tant le plan horizontal dont nous venons de parler, et 

les ordonndes z &tant dirigees dans le sens de la pesanteur. Il est &vi- 

dent en outre, qu'en designant par x, y, les co-abscisses de l’extr&mite 

superieure de l’axe d’un appui quelconque, et par p la pression supportde 

par cet appui, on aura, d’apres la formule (1.), 


4. p=T-aAtnetry). 


Soit dont P le poids qui repose sur la table, et «, ß, les co-abseisses de 
son point d’application; on deyra are pour l’equilibre du systeme 


AST +uS + SU =Bp, 


5. (18T tu sexy, ST =aRr, 





Ttus7 +4,87 = PR. 
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, . > u 
Dans ces @quations, la lettre $ denote une somme qui doit s’&tendre 
i toutes les extremites superieures des axes des appuis. En determinant 
les valeurs des constantes A, %, v au moyen des &quations (5.) et en les 
substituant dans la formule (4.), on aura la pression demand6e. 


Si tous les appuis sont identiques, le rapport — est constant, et les 
formules (5.) conduisent a Y’bypothese admise par Euler. 

Dans le cas general, on aura l’expression la plus simple de la pres- 
sion p en fixant Forigine des ccordonnees au centre de gravit@ des poids 


—, ete., appliques aux extr&mitd eri i 
7, etc., apphques aux extremites superieures des axes des appuis, et en 


prenant les axes principaux de ce syst&me de poids pour ceux des x et 
des y. En eflet, les @quations (5.) se r&duisent alors simplement aux 
suivantes: 


1ST — P, uSs—a a aP, Sy? = ßP, 


2 
0} 1 0 
er, 


un: I S- 


! i l 

Remargue. La solution donnee par les &quations (4.) et (5.) sera 
l“gitime si aucune des valeurs de p ne satisfait a la condition (2... I 
importe d’observer aussi que les valeurs nögatives de p ne peuvent conve- 
nir que dans le cas ou les appuis auxquels elles se rapportent ont les deux 
extr@emites fixes; et alors la compression est changee en extension. Dans 
le cas contraire il faut recommencer le calcul ü laide des Cquations (5.) 
en faisant abstraction de tous les appuis pour lesquels on aurait trouve 
une pression nÖgative et s’assurer si les conditions d’@quilibre peuvent 
ötre satisfaites; ce qui fera connaitre les veritables pressions des autres 
appuis. Dans tous les cas, si une ou plusieurs valeurs de p remplissent 
la condition (2.), il faudra dans les &quations de l’&quilibre, savoir 

6. Sp=P, Spe=uP, Spy=PBFP, 
substituer ü la place de la lettre p, les expresions donnees par la formule 
(3.), dest-ü-dire . 
7. p=MNli+-@+Rztry). 

Pour montrer une application de nos formules, je supposerai que le 

poids P est support€ par quatre appuis &gaux et que lun d’eux eprouye 


Partant 








une legere flexion. 








EEE rennen 
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L’origine des coordonndes dtant placde au centre de gravit@ des 
poids 2I], o, a, @, respectivement appliques aux points (x, y), (x, y‘), 
(x, y'’), (x, y''); si dans les formules (6.) mises sous cette forme 


BUETFF EM! P, 


px +p'c'+ pa" + p''x’' =— wP, 
PY +p'y' +7 y' rr"y“ — BP, 
on fait 
p = NIfI+?2A+exr+vyl, 
p' = at+ux+tvy‘), 
p' = a(+nx+vy"), 
pn" == art ua vy), 


et si l’on suppose que les axes des x, y sont les axes principaux du sy- 
steme de poids 2Il, ®, », #; on aura: 
35+2Dr = P—HIJ, 
[e(&” + x +2") +2 1Ix]e «P—IIx, 
a +” +) +2Iylv = BP—Ny, 
En substituant dans les formules prece@dentes, les valeurs des co&öfficiens 
A, #%, v, donndes par les dernieres @quations, on connaitra les pressions 
cherche£es. 
Theoreme. Dans l’ypothese d’Euler, la somme des carrds des pres- 
sions supportdes par des appuis en nombre quelconque, est un minimum, 
Demonstration. 1 sufit de prouver que, si le nombre des va- 
riables p est plus grand que (3.), les &quations (6.) tant satisfaites par 
l’expression generale 


p=ı-tux-+vy 
dans laquelle A, x, v, sont des constantes, on doit avoir 
Spdp = 0. 
Pour cela, differentions par rapport ü p, les @quations (6.); nous 
aurons 
Sdp =60, Szdp = 0, Sydp=O&. 

Multiplions ces derni@res @quations, respectivement par A, a, et v; en ajou- 
tant les produits, et en ayant Egard ü la valeur generale de >, on trouvera 
Spdp = 0; 

ce qwiil fallait demontrer. 
Liege le 12. Aout 1834. 
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20. 
Neue und direeteste Methode, aus den gemessenen 


Höhen zweier bekannter hass und der Prvischenzei 
der beiden Beobachtungen die Polhöhe zu finden. 


(In Folge des Aufsatzes 34. im zweiten Bande dieses Journals S. 345.) 
(Von den Herrn Prof. Dr. Gudermann, zu Münster.) 





Diese, nach einem Berichte und Auszuge in Zach’s Corresp. astron., 


zuerst von Gaul[s in einem Göttinger Universitäts-Programme behandelte 
Aufgabe ist auch in Littrow’s th eoretische und practische Astronomie 
übergegangen. Die zahlreichen früheren und späteren Behandlungen 
ähnlicher, und von der genannten nur wenig verschiedener Aufgaben, 
und das Bestreben, eine vorzüglich für Schiffer bequeme Auflösung zu 
ermitteln, haben dieser Aufgabe” ein besonderes Interesse gegeben. ” Die 
nachstehende directe Auflösung enthält in ihrer Endformel nur eine ein- 
zige, in der Construction nachgewiesene Hülfs-Gröfse, welche auf vielerlei 
Arten berechnet werden kann, und gestattet überhaupt eine bequeme 
Anwendung des logarithmischen Caleculs. 

Es seien h und A‘ die gemessenen Höhen der beiden Sterne $ und 
S’; ihre Declinationen seien d und d’; der Pol heilse P und das Zenith 
Z. Die beiden Dreiecke PSS’ und ZS$' haben die Seite 45’ gemein, 
und der Winkel SPS’ im ersten Dreiecke, welcher durch # bezeichnet 
wird, kann aus dem Unterschiede der Rectascensionen und aus der Zwi- 
schenzeit der Beobachtungen leicht geiunden werden; der Hauptbogen PZ, 
welcher die Scheitel der beiden Dreiecke verbindet, ist das Complement 
der gesuchten Polhöhe 9. 

Da zwei Seiten 90°— d und 90°—d’ sammt dem eingeschlossenen 
Winkel $ des Dreiecks SPS’ gegeben sind, so kann hieraus die dritte 
Seite 4 dieses Dreiecks nach bekannten Regeln gefunden werden; es ist z.B. 

cosk = sind sin d' 4 cos d cos d' cos#; 
und diese Grölse # ist die vorhin erwähnte Hülfs-Grölse. Ist M die Mitte 
von SS’, und zieht man noch MP und MZ, so ist 














ind’—+-sind i sin d’— sind 
cos MP = — a ;„  sinMP.coPMS' = .—, und eben so 
SRE 2sin—- 
sin h’ ’ sinh’— sinh 
cosMZ = IN ein, sin MZ.cos US = MYZR, 
2c0s- 2sin Z- 


Werden endlich von P und Z die Perpendikel Pp und Zz auf SS’ oe- 
füllt, so ist 
"sin MP. sin PMS' = sin P> und sinMZ.snZMS = sinZz. 
Da der Winkel PMZ = PMS’F ZMS', und also 
cos PMZ = cos PMS’ cos ZMS$' + sin PMS’ sin ZMS‘ ist, 
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so erhält man aus den vier vorigen Ausdrücken sogleich: 


sin PM .sinZHcosPMZ = (sin a u ed nun + sin Pp.sin Z z. 


4 sin — 


< 
Da aber sn®=cosPZ = cosPMcosZM + sin PM .sin ZM cos PNZ_ ist, 


so entsteht die Formel 
} sin d’4- sin d) (sin hy’ sin } sin d’ — sin d\ (sinh’— sin h) ’ Ru 
sind — ( Dc + ind) ( n dan u ın +! ın sına)(sınA u?) + sin Pp. sin Zz. 


4 cos" Asin I 
EOS sın — 
3 


2 
Setzen wir weiter A=y[coss.cos(s— k).sin(s— h).sin(s— h‘)], worin 


h’+-h-+-k 9A x sind 
au h'-h-+-k ist, so ist bekamntlich sin Zz = —, und da sinPp—= co: — sin 
FE sin k 

















gs —— 


ist, SO ist, nach der Substitution dieser Werthe, die obige Formel: 
sin ® pn Bude Zeh en 4 (sind’— nn . sin‘) + BR BeEIeE sd’sind 
ın x 


Bose Fr 4sin — cz 


Die numerische Rechnung ist am bequemsten, wenn man der Formel die 


folgende Gestalt giebt: 
d+d d+d N+R\., fN-h 
os( 2 )siu(Z p) <)so (3 )sir(® 5) 


in (+2). (de (+?) (* = 
sın 5) os ur 35 sin > co: 5, 9 





























siny= - 2. 4- = 
cos — en. 
p) sin 5, 
9A ,cosdeosd’.sin® 
> ar . 
sın k 


Man findet hiernach also die gesuchte Polhöhe, ohne die Zeit der 
Beobachtung, oder die Winkel ZPS und ZPS’ vorher berechnet zu haben; 
was nach der Gaufsischen Auflösung nicht angeht. 
Um die Brauchbarkeit dieser Formel besser beurtheilen zu können, 
wähle ich als Beispiel die Berechnung der Polhöhe von Göttingen. 
Nach Littrow’s Astronomie I. Theil S. 183 war 
hr’ == 50°: 3° 38° 705 d’ = 20° 10’ 56° 02; 9 = 76, 16’ 22 62. 
h = 33°33' 000; d= 82% 3545; 

Die umständlich angegebene Rechnung ist nun: 

logsind = 9,1653. ;g: 23 log cos d —= 9,9953421 

logsin d’ —— 9,5378280 log cos = N, "9724806 








log cos} 9,3752918 logsind = 9,9874148, 
5,,0172203 9,3421145 
Zahl = 0,0502598 - 0,2203507, also cosk = 0,2 706105, 


und k = 74° 17' 57" 84, 


-2 


r® _ 1-tcosk 20908 
I-reosk _ —— (0 ‚6353052, log cos — ze 0,5029824, 





087 = 5) 2 
2 Ze k di x N .2 z 
sin = I — 0,3646947,  logsin = 9,5619294, 
loe4 = 0,650%600, 
log sin 4? = 9,)669718. 
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s = 78° 57' 18” 27, logeoss = 9,2823470, 
s—k = 4° 39' 20" 43, logeos(s—k) = 9,9985647, 
s—h = 45° 24' 18 27, logsin (s—h) = 9,8525338, 
s—h' = 28 53’ 39" logsin (s—h’) = g, 6841230, 
18,8175685, 
logA = 9,4087842. 
log cos = 9,9976911, logsin Z*—=9,0121710, 184 =9408788, 
IL re N / 9% —(0.3 
logsin : = = 9,3920813, log cos“ En —= 9,9863706, log 0,3010300, 
W— a th log cos d —=9,9953421, 
log cos zii ==), 99547 63, log sın — ==9,1 5711035, ur a 
zu via log cos d’—=9,9724806, 
, = I. 38 o =’ 72397: . 
log sin m == 9, 87 38669, log cos 2 9,8 7/2397 3 log sin d Bun 0,9874148, 
9,2091156, 8,0250492, 9,6650517, 
log cos ie — au. ie lou sin z- Er =9,5619294,  logsin 4’ —=9,9669718, 
94061532, 8,4661198, 9,6980799, 
Zahl 0, 254 6 12. Zahl =0,0292496. Zahl = 0,4989764. 
0,2547612, 


+ 0,0292496, 
+ 0,4989764, 





sin ® 
sin ® 


Aiso entweder 
oder 


— 
u 
— 

-—— 


rasaagıe, 


Der letzte Werth giebt eine Boten Polhöhe, und ist hier unzulässig: der 
erste aber giebt die Göttinger Polhöhe 


eu 34? 37° 5, 6% 


In Littrow’s Astronomie wird die Göttinger Polhöhe nach zwei ver- 
schiedenen Methoden berechnet; die eine Berechnung giebt = 51°32'553, 
die andere aber @ = 51° 32'569; unser nach den Tafeln von Schulze 
berechnetes Resultat liegt also zwischen den beiden hier angegebenen. 


Münster, den 9ten März 1834. 
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0. 
Sur la valeur approchce lineaire et rationnelle des 


radiıcaux de la forme v(a’+2’), V(a’—b’) ete. 
(Par Mr. J. V. Poncelet, chef de Bataillon du Genie.) 





Expression lineaire V’(a?+b*) depuis a= kl, jusqu’a a= xD; limite de Verreur. 


I valeur approchee du radical Y(@?++-5°) devant ötre rationnelle et li- 
ncaire en a et 5, nous ferons 
v(@@+b) = ua+Pßd 
a et b &tant des nombres absolus et positifs, & etß des nombres indeter- 
minds qui doivent satisfaire a la condition que, dans une dtendue don- 
nce, par exemple, depuis e=kb, jusqua e=x ou 5=0, Verreur 
commise en prenant «a +Pb au lieu de Y(e’-+-b’), soit la moindre pos- 
sible par rapport a la veritable valeur Ju radical. L’erreur absolue £tant 
wa--?5— y(a’+b), Verreur proportionnelle ou relative que nous nom- 
merons z, sera, en fesant 
n 2 

en ou a==nl, een 
et ii sagira de la rendre un minimum pour toutes les grandeurs de « et 
de 5 ou de z, comprises dans lintervalle considere (r=kän=x), eu 
disposant convenablement des indeterminces « et ß; ce qui revient, au 
fond, ü choisiv ces quantitös numeriques de maniere que le cours de la 
courbe qui aurait 2 pour abscisses et z pour ordonndes respectives, sap- 
proche le plus qwil est possible de laxe des r dans l’Etendue comprise 
depuis n=k juquaän=x. 

Pour cela, il est necessaire d’etudier la märche de la fonction z 
entre les deux limites ou Fon doit calculer les valeurs de Y(a’-+-2). Or, & 
est aist de s’assurer eder=0 ün=x, z est susceptible d’un maxi- 
munm absolu ü partir duquel Verreur deeroit constamment et indefiniment 
sous le point de vue algebrique, d’est-a-dire, em passaut par zero et de- 
venant negative; ou, ce qui revient au meme, l’erreur, ü partir de ce 
maximum dedceroit continuellement jus’qu’a devenir nulle pour croitre en- 
suite en-dessous de l’axe des abseisses, en prenant des valeurs de signe 
contraire. 
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En effet, si l’on considcre les nombres « et ß comme dounnds, et 
que l’on diflerentie deux fois de suite, la valeur ci- dessus de z par rap- 3 
port ü 25 qu’on Egale enfin a zero le coäfficient diff£rentiel du premier 
ordre pour avoir la valeur de 2 qui r&pond au maximum de l’erreur, on 
trouvera que les conditions de ce maximum sont satisfaites pour 


& 


u % zs=V@HR)—1. 


Recherchant, en outre, les expressions de lerreur z qui r&pondent 
aux deux limites considerces, on trouve 





| ac+ß 
pour z=H#, s=yarm) — 1, 
pour n=x, z=ua—l. 


Si done on etait certain, ä priori, que le maximum ci-dessus se 
trouve situd entre ces limites, pour les valeurs cherchdes de « et, c’est- 


a-dire que le rapport z est essentiellement positif et plus grand que #, 
{ 





il ne resterait qu’a determiner ces valeurs de maniere a rapprocher le 
plus qu’il est possible de O, les expressions alg@briques des trois erreurs 
dont il s’agit, d’est-ü-dire, de maniere que la plus grande d’entre elles, 
prise abstraction faite du signe, soit la moindre possible; ce qui serait fa- 
cile puisquil ne s’agirait, comme on va le voir, que d’exprimer «que les 
valeurs absolues de ces premicres erreurs sont precisement &gales. Mais 
comme la limite du rapport 7 nous est absolument inconnue, il devient 
indispensable de faire des suppositions particulieres sur les valeurs des in- 
determindes « etß. Supposant, par exemple, qu’elles doivent rendre nul- 
les les erreurs relatives aux limites = x, zn=#&, on aura 
WET. 0: 
Y\ 1 + k*) 47 $) 
don P=eyii+M)—auk=y(1+R)—h 
Or, on s’assure aisement que le rapport 


[07 1 


L 


a—1=0, dou u=1; 





est ici, en eflet, plus grand que 4, de sorte que l’erreur maximum 
Vv@+R)—1 

est reellement situde dans lintervalle compris entre z=ketrn=w; ce 

qui ne peut ötre ä moins que les erreurs relatives aux valeurs particulic- 

res a=1, B=y(1-+4)—%, qui sont positives et que nous nommerons 


; 
A 
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a' et 2‘, n’aillept sans cesse en croissant A partir, soit de la limite infe- 
rieure n=Ä#, soit de la limite superieure 2= ®, jusqu’ü la valeur maxi- 
mum y(a”+-ß”)— 1, qui est Egalement positive. 

Drailleurs, la foncetion y(a’+-PB”)—1 tendant ü diminuer ü mesure 
que l'on y substitue des valeurs de « et de ß de plus en plus petites par 
rapport a a et üß’, il est clair que, bien qu'elles fassent eroitre, dans le 


(4 nei 14 nr 3 . . . 
seus ncsatif, les erreurs «—1 et —— — 7 > nm 
gatıl, VirR) 1 relatives aux limites 0, 


n== a, elles seront plus avantageuses que celles «et 2’, tant que ces der- 
nicres erreurs, prises avec un signe contraire, demeureront au-dessous de 
l’erreur maximum y (@+ß°)—1 correspondante. Mais, comme, au con» 
traire, elles cesseraient de l’etre des Yinstant ou cette derniere viendrait ä 
eire surpassdce par Tune ou Fautre d’entre elles, on voit que les valeurs 
de « et de ß, qui repondent aux plus petites erreurs possibles pour tout 
l'intervalle compris depuis 2=% jusqua =», doivent satisfaire a la 
double condition 


2 WE RT N IATATHITEND DER ak+ß 
vW+)—l=l—ıu=1 var’ 





de laquelle on tire d’abord 


B=elvi+R)—ÄR], 
expression qui montre qu’en eflet, le rapport 


, 1 RN 
F=Vape FYurr)Hk 


est plus grand que A; de sorte que le maximum y (a -+P7)—1 de Ver- 
reur se trouve rdellement situ& dans lintervalle compris entre les limites 





. . [4 \ 
n—=Äket n=x, comme le supposent les rasonnement qui precedent. 


On tirera ensuite, des m&@mes &quations de condition, 

a 1 = 2[V (Ik?) —K] ; 
= TLVIRUFR)2RV (1+%)]’ — IFVIRALR)2KV AtR)]? 
et partant, pour l’expression de la limite € des erreurs que l’on risque de 

commettre en prenant 








v@+l)=aa+ßb, 
ak+ß 2 2 un VRR DEV HR I 
1-a=1- 7a y/ER) l= rap) -RVaFR FT 








Exemples particuliers. 


Supposons, par exemple, que l’'on ne connaisse nullement Fordre 


de grandeur de a et de b, c’est-ä-dire, si @ surpasse 5 ou en est sur- 
2” 
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passe ; les limites entre lesquelles il faudra prendre les valeurs de y (a’-+ 2°) 
seront ainsi 2=0 et 2=x; de sorte qu’on devra faire 4=0 dans les 
expressions ci-dessus de «a, ß et &, qui deviendrent respeetivement 
= ß = 0,8284, — 0,1716. 
On aura donc, a moins de 0,1716, ou environ 3 pres 
v(@ +2) = 0,83(a+ b) 
quelles que soient les valeurs positives de e et de 5; le maximum 0,1716 
& 
>03 
et celui des erreurs negatives pour 2=0 et z=x, au a=0 etd=0. 
Supposant pareillement que Ion sache que @ doive surpasser b, ou 
n Vunite, on aura Ä=1 et « = 0,96046, ß = 0,39783, € = 0,03954 <_ 75: 
cette limite e des erreurs positives et negatives, &tant pr&cisement atteinte 
— —2,44, ou co =b, Rd et 


ß 0 


des erreurs proportionnelles et positives ayant lieu pour n2 ou 


pour les valeurs z=1l,z=xwetn= 
a = 2,446. 

On voit, d’apres cela, que les valeurs rationnelles «@-+-ßb de 
y (a’-+5°) sont d’autant plus approchees que @ devient plus grand par 
rapport ü d; e’est ce que confirme le tableau suivant, dont le calcul est 
dü üä Mr. le Capitaine du Genie Gosselin. 


Tableau des valeurs num£riques des co@fficients de la fonction lineaire ea-- Pb 


et des limites de l’erreur. 





























Relations def Y@-I Valeurs | Valeurs |Limites de Verreur ou Valeurs approchees de 
act de D, a de «. de . valeurs de 1—e. V(a?--D®). 
aetb quel- 

conques] 0 $0,82540[0,82840|0,17160 ou + [0,8284(@--b) 
a>b 1 10,9604610,3978310,03954 ou 5 10,960465.. «--0,39783..2 
#r> 2.3 2 10,9850270,2327050,014058 ou +5 [0,98592.a- 0,23770. 
a> 3.5 | 3 10,99350f0,16123[0,00650 ou zz [0,99350.e-F 0,16123. 5 
a> 4.5 | 4 10,99625]0,12260]0,00375 ou z%5 [9,99625.@-+0,12260.5 
a> 5.5 5 10,9975710,0987830,00243 ou zz 10,99757.0a + 0,09878. 5 
a> 6.5 6 10,99826]0,0826150,00174 ou +4; }0,9982%6.c+ 0,0526 4. 5 
a> 71.6 7 10,9987510,07098]0,00125 ou „iz [0,99875.@-+ 0,07098. 5 
a> 8.5 ! 8 10,99905]0,06220]0,00095 ou +25510,99905 . «-F 0,06220. 5 
a> 9.b 9 10,99930]0,0553510,00070 ou z3%310,99950.@-+ 0,05535 . 
a@>10.5 | 10 |0,99935]0,04984]0,00065 ou +35x]0,99935 - «+ 0,04984. 5 
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Simplification des calkculs num£riques des coefficients « et $ et de l’erreur limite &, 
au moyen des tables de logarithmes. 


On facilitera beaucoup le calcul num£rique des valeurs de &, ß et 
€ en posant 
k=c00t4® ou P=Harc(lcot=k) = =32a arc (tang= —); 
il viendra, en effet, 
a«—=1—tang’P, ßB=2tangP, € = tang?’® 
expressions que l’on calculera sur le champ au moyen des tables trigo- 
nometriques, en determinant d’abord l’angle 4 dont le logarithme de la 


tangente doit ätre &gal ä 
10— losk, 


puis successivement les valeurs de ®, tang® et tang?Q. 
Supposant, par EN: k=3, on aura, d’apres ces tables, 
logtang4® = 10 — log3 = 9,52237875 = log tang (18’— 26’— 7,065); 
d’ou 
9 =4°—36’— 31,766, logtangP = 8,9064056, tangP = 0,0806131, 
en ayant soin de retrancher 10 de la caracteristique de log tangd®, qui re= 
presente le logarithme du rayon suppos& divis@ en dix billions de parties 
egales, dans les tables. 
On aura donc aussi, en ayant cette attention, 
log tang’P = 2log tang@ = 3,8128112 = 1030,00649847, 
et finalement 
€ = 0,0064985, B = 2tangQ@ = 0,1612262, u = 1—tang?’® = 0,993502: 
valeurs qui sont pr&cisement eelles qu indique la table ci-dessus pour A =5. 


Extension dont est susceptible la m£&ihode pr&cödente pour des fonctions complexes 
quelconques. 

La marche par laquelle nous sommes arrives aux expressions ge- 
nerales de o, ß et e en # ou ® peut evidemment s’appliquer A toute 
espece de fonction complexe des deux variables a et b, quiil s’agirait de 
remplacer par sa valeur lineaire et approchde de la forme ga +ßb-+Yy, 
pourvu que l’expression analytique de lerreur proportionnelle qui r&sulte 
de cette substitution fut susceptible d’un maximum ou d’un minimum dans 
lintervalle ou l’on veut considerer les valeurs des variables a et 5b. Cette 
methode s’etendrait m&me aisement, pour certains cas, & une fonction d’un 
nombre quelconque de variables @, 5, ce, d, etc., en se basans sur des 
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consid@rations analogues a celles par lesquelles Laplace et Fourier sont 
parvenus ü decouvrir les valeurs des inconnues d’une suite d’Cquations de 
condition, de manicre que la plus grande des erreurs auxquelles elles con- 
duisent, quand on y substitue A la place des inconnues les valeurs donndes 
par l’experience, soit, abstraction faite du signe, la moindre possible *). 
En effet, toute la diffieult@ consistera a decouyrir, dans chaque cas, l’ex- 
pression analytique des limites de l’erreur qu’on risque de commettre; ä 
les egaler ensuite entre elles abstraction faite du signe; ce qui, lorsque le 
nombre des &dquations ainsi obtenues sera @gal au nombre des indetermi- 
nces &, ß, Y, ete., permettra de calculer les valeurs de celles-ci qui sa» 
tisfont aux conditions du probleme. 

Ces observations montrent suffisamment que la methode peut sap- 
pliquer a une infinit@ de eirconstances, et oflre ainsi les moyens de rem- 
placer, quand la chose est en soi possible, toute fonction complexe de va- 
riables quelconques par une autre fonetion plus simple et qui se pr£öte 
plus facilement au calcul ou ü certaines transformations analytiques. L’exem- 
ple qui preeöde pourra d’ailleurs servir a faire pressentir la nature des 
moyens qui doivent &tre mis en oeuvre dans chaque cas particulier, et les 
avanfages que ce proc&de peut avoir, dans certaines questions, sur ceux 
ordinairement mis en usage, et qui consistent dans le developpement des 
fonctions en serie ou en fractions continues. 


Considerations geometriques propres a arriver au meme büt, 


Maintenant nous ferons remarquer qu'il se presente divers moyens, 
essentiellement fond“s sur des eonsid@rations geometriques, et qui sont 
propres & atteindre le but desire par une voie pour ainsi dire purement 
intuitive. 

En effet, reprenant la question ei-dessus, nommant c la valeur 
exacte du radical Y(a’-+ 2°), et considerant les quantitds variables a, b 
et c comme les coordonndes d’un certain point, dans l’espace, pris par 
rapport aux axes rectangulaires oa, oÖ, oc (Tab.III. Fig. 1.), il est elair 


que l’equation 
2 Be 2 Dr 
v (a +b)=(t, ou a+b = c 





“) Mecanique celeste, 2° Edition, tom. IT., pag. 126 et suivantes, Analyses des 


@quations, par Fourier, 1° partie, pag. Sl, No, 21. 
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representera une surface conique ü base eireulaire, ayant son sommet ü 
l'origine 0, pour axe, Taxe oc que nous supposerons vertical, et pour angle 
generateur, ua demi-droit ou 45’. De möme l’equation 
ce=ua-tßb 

reprösentera, dans les coordonndes c, a, 2, un plan passant par Vorigine o, 
qui sert de sommet au cöne; de sorte que la question proposde revient 
pr&cisement ä determiner les constantes arbitraires et ß qui entrent dans 
l’quation du plan, de maniere «que les ordonndes verticales c de ce plan 
different le moins quil est possible, pour une &tendue donnde, de celles 
qui leur correspondent sur le cöne et appartiennent ü une möme verticale, 
c’est-ü-dire, aux m&mes valeurs de « et de 5 prises dans l’intervalle pour 


. a ” 
lequel la plus petite valeur de — —#4 et la plus grande =», ce qui se 


rapporte ü l’espace compris depuis l’axe des @ jusqu'ü la droite om, for- 
mant avec cet axe, l’angle 20m dont # est la cotangente, 
Nommant done '% cet angle, ou fesant 


1 
mon=%y=arc (cot = k) = arc (tang == —) R 


tous les points de la surface conique et du plan ü considerer, seront com- 
pris entre les generatrices et les droites respectives qui ont o@ et om 
pour projections sur le plan de «ab. 

Supposons qu’on fasse, dans le premier plan et dans cette surface, 
un profil quelconque passant par Faxe oc. Soit (Fig. 2.) op‘ latrace du 
premier, op‘ celle de la seconde sur ce profil, od celle du plan des «ab; 
considerons la verticale qui repond au point quelconque p de od, elle ren- 
contrera la trace op‘ du plan en un point p”, et celle de la surface en 
un point p‘; l’erreur absolue, commise en prenant pp‘ pour pp’ sera p’p”, 

NM 


et l’erreur relative ou proportionnelle a c'est cette erreur qui doit &tre 


rendue la plus petite possible dans toutes les positions du profil autour 
de l’axe oc. 
RT 7; 
On voit que le rapport Fra est ind@pendant de la position de p 


sur I'horizontale od, de sorte que, par exemple, il suflit de considerer 
tous les points p’ de la surface conique qui appartiennent « un m&me plan 
de niveau 0’p‘, coupant cette surface suivant un cercle dont la projection 
sur le plan des «5 (Fig.1.), est represente par larc mpr comprenant 
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tous les points p ü considerer, et dont l’intersection avec le plan qui a 
pour equation c = «ab, est representde, dans cette möme projection, 
par la droite rs, je suppose, limitee egalement aux cötds de l’angle mon 
qui comprend tous les points p. Mais 9‘ &tant, dans le profil ci -dessus 
(Fig. 2.), le point du plan e=a0-+-ßb qui se trouve situ& ü la möme 
hauteur que le point p‘ de la surface conique par rapport ä od ou au 
plan des «5; de plus g etant, sur ce dernier, la projection de 9° comme 
n lest de >‘, on a &videmment 

DE BR, 

pp' og’ 
done la droite rs (Fig. 1.), qui appartient au plan cherch@ et dont l’equa- 
tion est 

c=a0a-+tPß}, 
doit ötre choisie de facon que, dans l’etendue comprise depuis or jusqu’ü 
om, elle se rapproche le plus possible de l’arc de cercle npm, en ce 
sens que la plus grande valeur du rapport des intervalles p9a0y, mesu- 
r‘s sur les differens rayons vecteurs op compris dans langle mon, soit la 
plus petite possible sans €egard aux signes de position de pg et de og. 

D’ailleurs il est a remarquer que ces raisonnement sont indepen- 
dans de la nature partieuliere de la courbe mpr, cu de la fonction en « 
et 5 consid@rde, pourvu seulement qu’en @galant cette derniere ä c, Te- 
quation qui en r&sulte soit celie d'un cöne ayant l’origine des coordonndes 
a, b, c pour sommet, ou, ce qui revient au m@me, soit homogene en ces 
coordonntes. 

Cela pos©, il parait @vident, a priori, que si la portion de courbe 
mpn est susceptible d’ötre renfermee "entre deux droites paralicles sufhi- 
samment rapprochdes, le prob!eme propos€ pourra ötre r&solu, sans dif- 
fieult@ et d’une maniere satisfaisante, en determinant le systöme de ces 
paralleles qui offre le plus petit &cartement possible, et prenant, pour la 
droite rs representce par Tequation ce=aa-+Pßb, celle qui partage en 
deux parties &gales lintervalle dont il s’agit. Notamment si la courbe 
rıpn est partout convexe depuis 2 jusqu'üa 77, la position la plus avanta- 
geuse de rs sera evidemment comprise entre celle de la corde mn et de 
la tangente parallele m’ 7‘, et elle correspondra necessairement ü la droite 
nn‘ qui divise en deux parties &gales lintervalle de zm a n'm', de 
sorte que les trois limites 


. 
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a n’'! p p" m!’ o 
no? p'o? m“ 0 
des erreurs positives ou negatives qu’on risque de commettre en remplagant 
la courbe par la droite, sont, abstraction faite du signe, @gales entre elles. *) 
Appliquant ces resultats au cas particulier du cercle ou de la fonc- 
tion Y(@’ +2’), et remarquant que langle de rn’ ou, ce qui revient 
au m&me, celui de la corde mn avec l’axe oa, est Egal a 90’— 3), on 
aura, l’equation de cette premiere droite devant &tre identique avec celle 


ce=ua-+Pßb, 


AERO N u erten —z( co \__ c(l-Feoszy) _ 
d’ou 











’ 





c© 
& 


BEiR. ; _..; ı AR ‚2ı FR 2sin 31 Ede u: 
== ee ned tang 4% PS gras = ang VW; 








et enfin, pour l’expression de la limite de lerreur proportionnelle, 

) 
uw cos5 WW _ i1-—co;3vV __ 
on’ Fe c 1 cus; 

2 cos x a! +: 

ay 

valeurs qui coincident respectivement avec celles qui ont et donndes en 
premier lieu, quand on prend 


P=iy= zl(arccot=k). 











nu. 
tang 4 Y 








*) Plus generalement, s’il s’agit d’une fonclion quelconque F(a,b) ou d’une sur- 
face represeniee par P’equation c= F(a, b), et qu’on se propnse de d£teriminer le plan 
dont l’equation est e=a@a-+ Pb-+yr, de facon que les ordonntes c de l’un et de 
l’autre, correspondanles aux m&mes alscisses ou valeurs de a et b, diflörent le moins 
possible entre elles, pour toule l’&tendue d’un segment convexe de la surfice e=F(a,b), 
limit au plan doni ce=ma--nb--p serait V’&quation donnde, on imenera, par P”in- 
tersection de ce dernier avec celui des a, b, intersection representce par ma-tnb +r=0, 
un plan tangent au segment propose, on, plus generaleinent, un plau qui serve de Ii- 
mite exlerieure a ce segineni; puis on conduira, entre ce plan et leplanc=ma-tn), 
un nouveau plan passant par la droite ma—-nb-+-p=V, de imaniere que ses or- 
donnedes soieni moyennes harmoniqnes entre les ordunnees correspondantes des deux 
auires; c’est-A-dire telles qu’en nommant respecuveimen®c’, c’” les ordonndes des 
deux derniers, c celle du plan doit il s’agit prise pour les me&mes valeurs de a et de 


b, on ait 
1 1/1 1 e—c _  c—c” 
— = —(—+—) ou = ——: 
c 2 \c c’’ c’ c’’ 
l’equation de ce plan sera celle du plan cherch®, et, en l’identifiant avec l’equalion 
. . ‚f . 4 
c=wa+fb+ty, on en deduira les valeurs des indelermintes e, 9, 7. Quant & la 
limite de l’erreur, elle aura Evidemment pour expression le rapport 
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Formules relatives au cas vü le rapport de a & b est compris entre des limites 
quelconques, 
Nous avons suppose, dans ce qui precede, que la valeur de la 
fonction yY(a’-+- Ö°) devait &tre prise dans lintervalle compris depuis 


a  » y a . . . r . 
z=* juqua — == ou depuis coty==0 jusqu’ä cotY=4; mais les 


raisonnemens rcsteraient absolument les mömes s’il s’agissait de considerer 
les valeurs de cette fonction entre des limites quelconques, par exemple, 


- ” nr . a 
depuis la droite or (Fig. 3.) pour laquelle Pangle ao = W', zzeo Wk, 


jusqu’a la droite 0772 pour laquelle langle com = \, Z —=cot/=4. La 
droite m‘ n’, qui partage en deux parties &gales Vintervalle compris entre 
la corde mn de la portion de courbe ü considerer et la tangente m’ n’ 
ä cette courbe, qui lui est parallele, devant toujours &tre prise pour celle 
dont l’equation est c=ur-+Pb, on trouvera sans difficultes, 
2 Lau 
Zeug, Zen, 

d’ou 
nn 2c0s3 (w-F+%”) __ 08 (ww) y 2 sin (vw -+-W) ER sin s(uhv) 

14} coss(y—y’) cos? 4 (y—ıy')’ 1 cosz(y—y‘) costs (y—y‘) 
D’ailleurs, on a visiblement, p et p’ @tant les intersections de la corde et 
de larc mn avec la droite op qui divise en deux parties egales l’angle 
mon=y—W, 

2(op—op’ 1— cos! (w— ’ 
an en N; 

de sorte que les trois nombres «, ß et & peuvent encore ici &tre calcul&s tres- 
facilement au moyen des tables trigonom6triques. Supposant, par exemple, 


tang) ou {=3jy2=0,7072, tangy ou = 1510 = 0,316228, 


Kk 
on trouvera 
«= 0,9104, P=0,447,  .=0,0059934< 735: 























Expression lineaire approch@e du radical Y(a*— 2°), relative & des limites 
quelconques de a et de 2. 
Pour offrir une seconde application simple du principe pos€ en der- 
nier lieu, nous nous proposons de trouver la valeur lineaire et approchee 
du radical Yy(a?— 5°). Fesant donc 


v@®—2)=c=uace-+ßb, 





i 
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et supposant qu'il s’agisse de determiner & et ß pour Fintervalle compris 
. a hu a . 
depuis —— = coty jusqu’& — —=k'= cot:/’; nous aurons ä considerer 


(Fig. 4.), Yhyperbole &quilatere er m, repr&sentee par l’&quation a’ — b?— ce”, 
et ayant oc=c pour demi-axe reel, ou plutöt la portion m pr de cette 
hyperbole, comprise dans Vangle a0 des @ et b positifs, depuis la droite 
on formant avec laxe oa langle zoc=:/, jusqu’ä la droite om formant 
avec le möme axe langle moc=:). Or, d’apres ce qui pr&cede, toute 
la difhiculte de la question consistera ü trouver l’equation de la droite m’' n‘ 
qui divise en deux parties @gales l’intervalle compris entre la corde mn 
de I’byperbole et la tangente parallcle Ta plus voisine m’n‘; car cette dqua- 
tion devra &tre identique avec l’equation c=u«a--ßD, et la limite de 
l’erreur aura pour valeur, le rapport 

nn’ nn’ _ on—on, 

on ont on+on‘ . 








’ . - . M 
y,.n', 9° representant les intersections respectives de laxe ur avec les 
droites mın, m’'n‘, mn‘ suffisamment prolongees. 
Nommons a‘, 5’ les coordonndes de m, a’, b‘ celles de n, l’&qua- 
tion de la droite indefinie nz sera 
b’— pr Ä an DH _. 
UWE tu), a de ab — Me if 
range )» a’— a” + ad — a” ı) 


[4 . er 
de plus on aura, pour determiner a’, b’, a’, 5’ en fonetion de b, :L‘ et 





e, les relations 
‘ [7 


a a ’ e 

uv = cot/), pr == cot VW, a—ıI’ = e, a’ — bc? 
desquelles on tire 

b—b! a La" V (1—tang? w)4-VY (A—tang? wi’) 








[m 
— 


aa +8" T tangpV A—tang‘ ww) + ang w V l— tan? y) ” 
Observant que, Jans cette expression, tang‘b et tang y’ ne sauraient sur- 
passer united, on posera pour la simplieite, 





b’— DI! sino + sin 
tangy = cosw, tangy’=cosw‘, dioü —— = + 











a—a” sin (w-+- w‘) i 
On trouvera pareillement et dans les mömes hypotheses, 
un Nie = EEE 1— cos (o + w') 
a’— a sin(w+w’) 


Ces expressions sont susceptibles d’ötre ramendes A une forme plus simple 


encore, en p osaut e nouveau, 
ot u'=\Nr, wW—u—m?\); 


34” 
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on obtient en effet, par les transformations trigonome&triques, 











b'—"!  sino-4sinw@’ _ cosd : ‚b— b!! 1— cos (o+0’) t 
a—a” sin (w + 0) —coso? a—a' er u sin (w +‘) WERT ARR aD5 7; 
au moyen de quoi l’@quation de la corde mn devient 
080 
b= eo — 
2 tang cc. 


Reste ü trouver celle de la tangente »’n‘ qui lui est parallele. Or, il est 
evident, que, pour Vobtenir, il ne s’agira que d’ecrire, dans la pr&cedentr,, 
que 77» coincide avec 2 ou que Y=Y wW=u, et partant !=0; 7 acqul - 
rant ainsi une valeur inconnue w que nous representerons par 7’. On ob- 
tient, d’apres cette consid@ration, pour l’&quation de la tangente m’n' 





1 / 
b= sg e—tango“ c 


dans laquelle on a, pour determiner c‘, 


1 cos Ö ‚ cos 0 
= ou cos’ = —, 
cos Ö 











cos0’” coso 
puisque la tangente doit &tre parallele a zn. 
D’apres cela, on aura evidemment aussi pour l’&quation de la paral- 
lele @quidistante nn", 
b= 


cosÖd 





c 
5 7 (tange --tange‘). 


Cette &quation devant &tre identique a celle = «0-42, on en deduit 
finalement 











2c0sd __2cosdcoso’ _ 9080 
ae cosa(lango +tango’)  " sin(o-+0°) ” sin(o +0’)? 
2 le 2 cos 0 cos 0’ zn cos? © 











Pe tango--tango? sin(o+0) ” cos’ sin(o+0°)° 
Quant ä la limite e des erreurs proportionnelles qu’on risque de com- 
mettre, on la trouvera en observant que les @quations ci-dessus des droi- 


tes mn et m’n‘' donnent, en y fesant 5=0, 


tanz 0 cosG@ s sind 








oy=c on’ =csine’, 


cos Ö 
et partant 
__on—on' __sino—sino’cosdö__ sino—tango’coso __ sin(0— 0°) 
wire onton'” sino-+sin 0’ cosö “ sino--tang 0’coso sin(o4+ 0°)’ 











Marche ä& suivre dans les calculs numeriques. 


Toutes ces quantitös, comme on voit, se calculeront aisemeut au 
moyen des tables trigonometriques. 
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A cet effet, 4’ et # Etant les limites superieure et inferieure du rap- 


„> de sorte qu’on ait ng <1, ou & tout au plus egal ä I, on 
calculera les augles » et w" au moyen des relations 
= arc (cos = —)  » W“=arc (cos =r =) : 
ou 
log cosw =10—logk,  logcos w = 10—logk, 
apres quoi on determinera facilement les augles 


o' 4 | WER, „denhun 
—— 


e = > , 2 r 





et, par suite, langle v’ donne par la relation 


cos 0 
cosd'? 


Connaissant o, 0’ et Ö ainsi que les logarithmes de cosr et de cosd, on 
n’aura plus qu’ü chercher dans les tables les logarithmes de sin(" +’), 
sin(7— 0) pour obtenir, par de simples additions ou soustractions, ceux 
de «,ßet « 





cosc' = ou log cosc’ = 10 + log cos — log cos. 


Exemples particuliers et idee des limites de l’approximation. 


Afın d’acquerir une idee des limites entre lesquelles il est avanta- 
geux de substituer la fonction u@ + Pb au radical Y(@’— 5?) nous suppo- 
serons d’abord que Von ait Ä=1, k = un nombre quelconque plus grand 
que l’unite; ce qui revient a admettre qu’on doive prendre les valeurs du 
radical depuis @e = ou il est nul, jusqu’a @a= xb ou il se reduit ä ao. 
Or, cette supposition donnant 

o=0, c=4!w, d=iw, oad—i1, 0, e=1, 
on voit que les erreurs commises pourraient devenir @gales a la valeur 
m&cme du radical quand « serait Egal a 5 ou que 5 serait nul etc., ce qui 
n’est pas admissible, mais, quelque pres que # soit de lunite, pourvu qu'il 
soit plus voisin encore de 4’, on pourra toujours trouver une expression 
lineaire suffisamment approchee de Y(a’—b?). 

Supposant, par exemple, #—= 1,01, 4 = 1,02 ou ce qui revient au 
möme, supposant qu'il s’agisse de prendre la valeur de y(a?—?) depuis 
e = 1,016 jusqu’a @= 1,026, on trouvera 


= 22 = 3217’ 50,607, = P—43’— 5,347, 
= W—-$8'— 43,69 et ce = 0,0309, 
de sorte que l’erreur commise serait au plus zz de Y(a’—2’), 
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Ouant aux valeurs de « et de ß, elles seraient, dans les mömes 


hypotheses, Re: x 
— 0,09718, B = 6,0197. 

On a done, iı moins de zz pres, pour lintervalle compris depuis 
a = 1,07 jusqua a a=1,02%6, 

v (a —b*) = 60,097 a— 6,025. 

A mesure ensuite que la limite sup£rieure & du rapport de a üb 
scloignera de 1, la limite inferieure A pourra elle-möme s’en &loigner 
de plus en plus en s’approchant de linfini, sans qu’on ait ä craindre des 
erreurs graves sur l’approximation lincaire du radical. Supposant, par 
exemple, *=x ou csw=0 et4=1,1, on aura 

=, Bei —3T’—28%, =57—18'—44', cose'—=cote, 
e—=50’—5, 


partant 
e=0,1319, a=1,1319=1—:, PB = 072636. 


On a donc 
V (a — *) = 1,1319 —0,72636 5, 


ä moins de $ pres pour toute l’etendue comprise depuis 4=0 jusqwü 


b = 0,9La environ. 
On trouvera de m&me que, depuis 37=0 jusqu’üa b=ta, ou de a 
infini jusqua a=2b, ona, a moins de 0,0186 ou +; 
v(a’—b') = 1,018623 0 — 0,272944 b. 
Il serait inutile de pousser plus loin cet examen, attendu que, dans 
les applications de la mecanique aux machines, les radicaux de la forme 
y (a? — 5?) sont rarement ü considerer. 


Approximation lineaire des radicaux de la fuorme V(a?+b?+c?). 


Nous en dirons autant de ceux de la forme Y(a++-5’-+c?) qui re- 
pr‘sentent la resultante de trois forces rectangulaires entre elles et situdes 
dans l’espace. D'ailleurs, si l’on connait les limites entre lesquelles de- 


meurent compris les rapports des composantes @, 5, c ou de leurs resul- 
tantes partielles Y(a?-+ 5°) ete., on pourra toujours ramener ce cas au 
premier de ceux que nous avons examinds dans cette note. Connaissant, 
par exemple, les limites entre lesquelles se trouvent compris les rapports 
de a a v(i?+c?) et de 5 a e, on aura successivement 

(++) = aa +ByW+e) = aa +Blab+B’) = aa +Bad+RR'e, 


u, ß, a‘, P’ etant des nombres obtenus comme cela a et& explique prece- 


a EN s%, 





> » 
a 
EEE RE INTER BERTEE 
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demment; mais ici les erreurs partielles relatives ü chaque operation, pour- 
ront bien s’ajouter, et si l’on represente par Ö et .ö’ les limites des erreurs 
respectivement commises dans la premiere et la seconde de ces opera- 
tions, la plus grande erreur absolue qu’on risque de commettre, sera evi- 





demment exprimce par 
? 2a\ \ 2 2 2 2 ts ıLnası/ bD’+c* 
VALLEY VE HH] 
n ” Rx“ 
quantit& plus petite que OB) Ya’ ++). 
En particulier, si l’on sait seulement qwe ad >i’+cd et Dec‘, 


on aura 
’=0,%, P=P=04, de) =0,03954, 


2 =a = 
et la limite de l’erreur qu’on risque de commettre sera, en obseryant 
quici a +b’+-c>2(b’--c?), au-dessous de la quantite 

v(@ +6 +) +3 V2P9) = 0,0507 Ya +6°-+c}). 
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292, 
Unterschiede der einfachen Funetionen. 


(Von dem Herrn Prof. Oc:tinger zu Heidelberg. ) 


(Fortsetzung von No. 6. un: i4. Band XI. und No. 24, Band XII.) 





Anhang zu der Lehre von den aufstufenden Functionen. 


$. 47. 
Anwendung der aufsteigenden Functionen auf Potenzirung der Polynomien, 

m die durch die Function eY erzeugt werden. 

/ia den mancherlei Anwendungen, die von den aufstufenden Functionen 
gemacht werden können, und insbesondere auch schon von der Lehre 
der Unterschiede gemacht worden sind, wovon man sich auch aus den 
frühern Untersuchungen überzeugen kann, gesellen wir nun noch einige. 
Wir stellen sie hier zusammen, weil durch Einschaltung an frühern Or- 
ten Unterbrechungen nicht zu vermeiden waren. 


Bei den Darstellungen der aufsteigenden Functionen dureh Differen- 
ziale $.17.w f., $.41. u. ff. wurde die bekannte Reihe 


144454 tt 
at m en 5 


benutzt und der Exponent y als Inbegriff der Geschäfte, welche in dem 


DB», 0 
Ausdrucke Ep 








liegen, betrachtet, das Gesetz, welches von der einfachen 


Gröfse y gilt, wurde auf ein zusammengesetztes Geschäft ausgedehnt und 
hieraus weitere Ableitungen gemacht, wodurch die Gleichungen für die 
Aufstufungen 


x.0, m x.0 —m 
xls: ae 


und die für die Unterschiede 


x.d m x. m 
a”X m („de _ ı) X; “ur m Er X 


gewonnen wurden. Da diese Gleichungen jedoch nur formell sind, so ha- 








ee 
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ben wir für die angezeigten Geschäfte entwickelte Reihen gesucht, die in 
den Gleichungen 104., 114. uw. fF., 211. u. ff., 219. u. ff. gegeben sind. 
Wenn wir nun von einer Grölse y, die in e’ als Exponent erscheint, 
auf Geschäfte übergegangen sind, so können wir auch umgekehrt von den 
zusammengesetzten Geschäften auf die ursprüngliche Gröfse übergehen. 
Dies wird aber nicht allein in den formellen, sondern auch in den ent- 


wickeiten Darstellungen geschehen können, indem man allenthalben y statt 
Ax.d 





Z, setzt. Die Ausführung des Gesagten wird uns dann in Stand setzen, 
entwickelte Darstellungen für die Polynomien von e® und dadurch eine 
Ausbeute für die Analysis auf folgende Weise zu gewinnen. Messen wir 
die vorstehenden Gleichungen mit der Function X, so erhalten wir 

Ax.O, m Ax.O, —m 


[9 (1+.%) und a (14. ) ’ 

Ax.d m AX.O _n 

a” zum (= _1ı) und AT = (. ui u . 
Diese Gleichungen sind um so merkwürdiger, da sie nicht Grölsen, son- 
dern Geschäfte zum Gegenstande ihres Angrillfes haben. Sie sind dem 


j . Et" Ax.o 
Anscheine nach hohl und leer. Setzen wir aber in ihnen 7 =y, und 











stellen wir sie mit den Entwicklungen 104., 114., 211. u. ff. zusammen, 
so gewinnen sie Bedeutung. Es ist nemlich 


a ri x & “ 
A+e” = R+2+.5+753+---) 5 
AN Ei y y° “ 
Bretter). 
u Pe y} y°® y* m 
ey = Hareatrart ) a 
. N aa 2 y? y? 12 E 
e +1" b)rgstrztrmmat) > 


die Verbindung dieser Reihen mit den gehörigen Entwicklungen führt zu 
folgenden, und zwar aus (104.): 


.— 
-t- 
® 
- 
3 

I 














are 4r4y +5 1? rat 12.34 
298 ae ++ er. 
Heut trrigat 


800.y? 


Here rast 
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u.s.w. In $. 18. ist das Bildungsgesetz für die Vorzahlen dieser Ent- 
wicklungen angegeben. Aus Pe aa sich für die negativen Potenzen 
.$ 17.y" 
[ f yıml m 1 3 pe 2. h; fyr 
\ \ i+- e) Bi 2 —-{ - + 54 755 0 4.12.345 4 36,1.2457 
. 1 y y ‚2 y3 y4 
29 / a: A? A Bene A “ = — - ar 
229. «(He = 77717513 1751230710234 
Kb 1 3.7 9.7* | 
LO — — rn ; Bu oe... 5 
Are) Fr to 123 tarısat 
Us 5. We 
Aus ch u. dd ya wir folgende Gleichungen : 
m 782.3: gr 
R lei: 1.2 
250. (y +15 2 A 1. 2 + en ) Pie ö ( Dim; 1)! ! ) n 2 IR ...: N 
s(123 2.32... (m-H1) ) en 
ni nn, 1,2)! 1.2....(m-+1) 





Ar S gs un ym+2 
"pm; 1,2, 3)! 1.2....(m-+2) 


67 w “ ‘ Fr E} ® ° ® ® ° u e [ e u s . E 








Bin 
v Ca ”) (m-++1)(m+ 2) 


Benutzen wir die Darstellung (136.)> so ist 
y y Pr 
2 (Hatte) 


—1 mn 
er 7 (m wi m. u — 














( 


yrti 
2....(m-+2) 


zeran m+2 uud OR np? ı m(m- en 1), Ya I yn+? 
4 — ng \ —,)" .„... 
. ) . FR 


m (m—1) 


m“, ” 
et mer m. 





ET 


+ 








HT (2 uf m’(m+1)_ ‚m+3 BER 
= ’HEITMEEREN Faızsa) 7 


Diese Gleichung gilt auch für negative Potenzen. Die speciellen Fälle 


hiervon sind: 








4 
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muB Bu 2 2 ys 
u tat taten) 
Htt ) =#-5+5 + 50% ) 
LIFIZBET: u: 2° 120.2 0.1.33 a 


u. 8 W 





$. 48. 


Darstellung der Unterschiede grofser Potenzial- Grölsen. 


Ist der te Unterschied irgend einer Potenzial- Größe x? darzu- 
stellen, deren Zunahme Ax ist, so erhalten wir aus (175.) die bekannte 
Darstellung 


ar Pf (4 mas? — — (+ (m—1) ax)? +27 Der+ (m—2)ax)P—ı... 
Diese Gleichung lälst sich auch auf folgende Weise darstellen: 


235. arar (x--man)P * el 1 m (m-1) Be ar, 











xz-PmAx 1.2 x max 
. .. x re m —1)Ax x (m — 2; Acc .. 
Die Ausdrücke + —, + #7 1.5. w. bedeuten echte Brüche; 
xz-- max = mAx 


je gröfser daher p ist, desto kleiner wird der Werth dieser Brüche wer- 
den. In diesem Falle werden die Glieder dieser Reihe schr convergiren, 
und es werden oft nur einige Anfangsglieder nöthig sein, um den Werth 
von 4” x? nüherungsweise und ziemlich genau bei großem p bestimmen 
zu können. 

Den Werth dieser Glieder kann man leicht finden, wenn man sie 
auf folgende Weise darstellt: 

















A En DE m 

1 x -+-mAax = t xz--maAx p? 
- +(m—1) =) 

older den m (m—1) 1 

1.2 x --mmAx AR am 





1.2 ( co +-maox y 
x (m — ?2)Ax 


u. 8. w. Man kann sich bei dieser Darstellungsweise der Logaritımen be- 
dienen, und dann ist 


e rn N 


sc mas 


m(m—1) acH+H(m—2)ar m a u 
1.2 ec} =l0g — pllog(<-+max) —log(x+(m—2) ax)] 


u.8s.w. Sind aber die nn gefunden, so hat man zu ihnen die 


Zahlen zu suchen, sie nach Angabe der Zeichen zu 1, zu= und abzuzie- 
hen und das Resultat mit (c-+ ax)’ zu vervielfachen. 





logm —pllog(x-+ max) —log(x-Hm—1)ax)], 





39? 








296 22, Oettinger, Unterschiede der einfachen Functionen. 


Bedeuten nicht allein p, sondern auch x und 7 grolse Zahlen, so 
hat man, wie vorhin: 


"a — (+ mas? — (ec +m—1)ar)P + neh 
Berücksichtist man, dafs bei grolsem x und m, 
m—l=m m—l)=m m—J3=_m, cn 


Sr RRTETEDE 


ohne grolse Abweichung gesetzt werden kann, so wird 








m(m—1) _ m? m(m—1)(m—2) __ m? 
1.8 0 8 1.2.3 u: > 5 a 
(m—1)ax = max, (m— Yıaxz= mar, ... 


und dann finden wir, wenn man den gr Factor ausstölst, 


ee nd m m? m? a 
nr ee let (1- tra 17237 e 


und hieraus, wenn man berücksichtigt, dals 





m m? m? Y 
re er u ee” 
236. "gr — (2 -mas)P,.e” 
Wird die Zunahme Ax = 1 gesetzt, so wird hieraus gewonnen: 
237. are = (ce +mPe”, 
Schr zweckmälsig läfst sich diese Darstellungsweise dann benutzen, wenn 
Resultate grofser Zahlen, die einander näher liegen, mit einander vergli- 
chen werden sollen, bei denen sich die etwanige Abweichung gegenseitig 
ausgieicht. 
Wir beschränken uns nun auf den Fall, wenn die zwei Grölsen 
m und p dem Ausdrucke 4”x”? einander gleich sind, und die Zunahme 
ax] ist, und setzen zu dem Ende m =p=z; dann wird, wenn die 
gehörigen Werthe in (235.) eingeführt werden, 


we me ee... 


und hieraus, da x jeden möglichen Werth bedeuten kann, für = 0, 


0 = [1-2 Ye Zen - =... 


Der Werth des Ausdrucks 4°0° ist keineswegs ein imaginürer, wie der 
Anschein vermuthen lassen könnte, sondern ein reeller. Für die Gleichung 
läfst sich nun aufser dem Ausdrucke z°.e”* No. 237., der nur für ein gro- 
[ses 3 gilt, noch folgender Binomial- Ausdruck 


” . 4 
u a | 
z ) h 


ist, 








- 
n 


ki, 
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gebrauchen, denn dieser Ausdruck giebt in der That den Werth für die 


Entwicklung 2 
I 


nüherungsweise sehr genau an, wenn man nur berücksichtigt, dafs man 








zZ P Zn l 4 . 
den Exponenten — +1 in dem Ausdrucke ( )z +1, wo 3 eine ge 


>) 
rade oder ungerade Zahl sein kann, so bestimmt, dafs statt einer ungera- 


den Zahl die nüchst höhere gerade gewonnen wird. Hiernach ist also: 


238, 20%. 2e 2° ER Re a 


rt 
e x — 1ı? 
== 2° 1-2! ) | @ 


Von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich durch folgende Bei- 
spiele überzeugen. Wenn z.B. = 6 ist, so wird 


+0 = #146 4) = 
21— (3) = ($9' = 25, ziemlich genau, 


20 = GLL-6@ +15 20 + 55H] = 7%0 


Eben so ist 





nnd 


6 1— (A = (243) = 729, ziemlich genau. 
$. 49. 
Von den Facultäten sehr grofser Zahlen. 
Sehr häufig wird man bei einzelnen Darstellungen auf die Facultäten 
1.2.3... 2 —=1!,; z(c +1)... (am —1) = x2”!! oder 
x (2 —1)(2e—?2)....(e—m+1) = x”! 

geführt, deren Werth zu kennen nöthig ist. Bedeuten x, oder x und m 
sehr grolse Zahlen, so ist die Darstellung des Werthes dieser Producte 
auf dem Wege der Multiplication schr mühsam. Es möchte daher nicht 
unzweckmälßsig sein, abgekürzte Methoden aufzusuchen. Dies soll im Fol- 
genden geschehen. 

Vergleichen wir die beiden ersten Glieder in der Darstellung des 
mten Unterschiedes (136. und 139.) mit einander, so werden sie als Dar- 
stellungen einer und derselben Sache einander gleich sein. Demnach ist 


(m 7 (m—1 1° (Im— — (m— 2P—....) Bep—U. (PImER) pn aan 


BE ee n) pp— DD... (pm) „pm gm 


J) 











PR 
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Messen wir auf beiden Seiten mit gleichen Größen, setzen m =x, und 
berücksichtigen, dafs SC’: 1, .,....m =1 ist, so ist 
29. 1.2.3... je BEzsy...) 
x ai er n- = = a 
Verbinden wir diese Gleichung mit (238,), so erhalten wir 


=. E23. m »|1-(e=1} 2’ 


Diese Gleichung giebt den Werth der Facultit 1*!! nüherungsweise, wie 
wir schon oben gesehen, sehr genau, und Logarithmen werden sehr 
schnell zur wirklichen berechnenden Darstellung führen. Es ist 


log(1.2.3... .)=zloge+rlog|1—p (22 u e)] 


log — 








u x 


== #loge-+z log (a? OUT PR; FERNE 


Soll der Werth der Faeultät (PHP +2) (p+3)....x berechnet wer- 
den, so ist zu berücksichtigen, dafs 

















1.2.3....p(p+l)(p+2).... 
PTVPHNY).. = ee er 
und demnach 
. & 417° 
pr 1 (3) 
2. PHDHIRHI. = 
— +1 
IE} Ten 9 
Pi 2 ; 








ist. Eine andere sehr kurze Darstellung des Werthes der Facultäten sehr 
srolser Zahlen ergiebt sich durch die Logarithmen. Ist nemlich die 
Facultät (ec -+1)(-—+2)....(e+ m) gegeben, so ist 

















log [x&(c +12 +2). (etm)]=loge+log(e+1)+logc+2)...logac+ m). 
Nun ist nach der Gleichung (180.): 
log. = = 
1 1 1 1 
log(x+1) = z-+ + 35 — at. 
aa . 1 92 { > 1 N 
log(x-+2) — log x+? u Yoonaga 2 2.00? +2 3x) ee + 
bon (001-3) mn an b3 Z 
O1 . x 2? 3: J 4. + 








= 
x 
H- 
| 
Pe 
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t a 
log(x-+ m) = lg + m — =mz 





RN, Vo 
es) Be A % Ur 


BETEN, 
a 





22. Oettinger, Unterschiede der einfachen Functionen. 299 


Werden diese Gleichungen in verticaler Richtung zusammengezählt und 
berücksichtigt, daß der Logaritıme von z, (2-1) mal, alle andere Glie- 
der, aber nur zz mal vorkommen, so hat man folgende Darstellung: 


log[x (+1) (c+?2)....(a-Fr)] = (m-Hi)logx 
+HirBE. tn) 


HH 
++ +34... 4m) 


Diese Gleichung bat eine unendliche Gliederzabl. Mit jedem Gliede ist 
die Potenzenreihe der natürlichen Zahlen von 1 bis 7 verbunden. Es ist 
klar, dafs die Summen dieser Potenzenreihen zunehmen, wie die Exponen- 
ten wachsen. Daher wird die Summe der Potenzenreihe, die einen un- 
endlich grofsen Exponenten hat, auch unendlich grofs sein, und es gewinnt 
den Anschein, als convergire diese Reihe nicht. Sie couvergirt aber den- 
noch, wenn man berücksichtigt, dals 
% 
na (=) — 0, 


oc” x 


Sm 


wenn x > m ist, was bier vorausgesetzt wurde, und es wird der Werth 
der vorstehenden Reihe schon durch die ersten Glieder erschöpft sein. 
Berücksichtigt man nun, dals 


n (m 
1+2 +3 +44... tm = u 


ou 





und dafs ferner, wie sich später bei Summirung der Potenzenreihen zei- 


gen wird, 


R m? 
IH? L3’L..+m— 7t7>+7 —= Sm’, 
on zu 4 3 2 
I+FFIFPL..+m = 7t7>+77 — Sm? 


u.8. W. ist, so hat man 
242, ioge(#e +1) 2-2) ...(0# 4m) 
( \ N 3 
m (m-+1)logr + m{m+i) _ Sm En Sn ae 
x 


1.2.8 20° 





Soll der Werth der Facultät (= —1)(=—2).... (e— m) dargestellt wer- 
den, so hat man aus (180.): 
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logx = log, 
1 1 1 
lor (01 — los x — Su a A 
Pas) \ ) » x 17 I? 303 .eo.0 
a 1 1 A 
” 5” e ? 22* . 55 
u. 8. w., und hieraus 
243. log (2 —1) (2 — 2) (2 — 3)... (8 — m) 
Sm Sm? Sm? 
( ) 05X 20 2x: 33 oe... 


Bei weitem zweckmälsiger endlich ist die Darstellung der Werthe der Fa- 
cultäten sehr grolser Zahlen durch die Differenzen der Logaritumen. Ks 
ist nemlich 
logr (ce +1) ce +3 (cr + 3)....(e+ m) 
—= logre+log(e +1) +log(c+?2).... +log(e-+ m). 
Aus (186.) erhalten wir dadurch, dafs wir allmälig die Werthe 0, 1 
statt z und Ax==1 setzen, 
logx =logr, 


log(c+1) = logxe-+ alogr, 


„% vos». 














B.8 
log(x-+?) = logxe +2 sloge + 75% log, 
log(x+3) =1 34loge +2. 2 Sloge 
og(x+3) =logr + 34 ogx-+7.- 5) 9 32 105%, 
m m(m—1) 2] N Mt. ‚vB 
log(e-+m)=logr + Zalege + 75 logx an Du »logx-+.. 


Werden diese Reihen in verticaler Richtung zusammengezogen und be- 
rücksichtigt, dals 


Egg one — mm) 











= 
(m—1)m __ (m—1)m(m+t) 
i+75+3 a 12 we 2:32.08 4 
1.2.3 2.3.4 (m—2)(m—1)m __ (m—2) (m—1)m{m+1) 
Is tr13 rt" 1.2.3 Rn 1.2.3.4 
u. 5: We. 


ist, so hat man 
244, log x (c-+1)(c-+2)....(e+m) 
— (m--1)logx En logr + (n-H1)m(m—1) 








Eee 9 
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+ | ii rw Alogxc-+.... 


Yon FR r ’ 
En EN EURER a ER RN ERTL TEEN 





& Te 3 Sa 
A 


» 
. 
p 
% 
€ 
; 
{& 
f 
Pr 
ha! 
3 
bg 
2 
h 
Ei 
j 
6 
% 
\uo 








22. Oettinger, Unterschiede der einfachen Kunctiwunen, Zul 


Diese Reihe convergirt sehr stark, besonders wenn x eine grofse Zahl 
ist. Ist z.B. 2= 10000, so ist aus $. 36. 
log 10000. 10001 ..100002 .... (10000 + 77) 
== (m-+-1)log 10000 


+ ER ”.0,0000 9999 500 . 





_ (nt Im er —D] ‚0,0000 0000 999800. 


Wird die Facultät (x —1)(e—?)....(@e— rn) zu Grunde gelegt, so er- 
hält man durch Anwendung eines ähnlichen Verfahrens 
245. loge(c—1)(2—2).... (e—m) 


n ı+1)(m-+2) >» 
— (m +1)log 10000 —- er ) slogac+ mm)? a" log 


m--1)(m-++-2 3 
ml + et alogc+... 


Eine andere Methode, die Werthe der genannten Facultäten zu bestim- 
men, bietet die Integral- Rechnung. Setzen wir eine Facultät von sehr 
grolsem x: 











z(z—1) (2 —?2)...: 2.1 u Y, 


logy = logr + log c«—1)+Flog(e —2?).. 
Wird differenzürt, so hat man 
dlogy = „=l+4 tt.) 
Die in den Klammern a Reihe ist die aa harmonische 
Reihe. Setzen wir der Kürze Puun 


1 
rl tsatz FON 


so ist 





so ist 


ology = (s-) ex 
Wird integrirt, so entsteht 


logy = (Ss) ö. 


Die Möglichkeit auf diesem Wege das gewünschte Resultat zu finden, be- 
ruht auf der Darstellung des Summenausdruckes von sz und auf seiner 


Integration. Dieser Summenausdruck ist: 


SZ =lge+— at... + Con. 


2%* 
Orelle’s Jonmal d.M. Ld. XUL Hft.4. 40 
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Die Integration dieser Gleichnng führt zu folgendem Resultat: 
5 an 
246. 10g(1.23.4...2)= (e+3)loga+ log? + I — ae: 


Allen diesen Gleichungen liegen hyperbolische Logarithmen zu Grunde, 
deren Auffindung $. 36. gezeigt wurde. 





Anwendung auf einige Fälle der Wahrscheinlichkeits- 
Peechnung. 


Wenn bei Lotterieen eine oder mehrere Nummern in jeder Zie- 
hung herausgenommen und nach der Ziehung wieder zurückgeworfen 
werden, so kann es sich treffen, dafs nach mehreremal wiederholten Zügen 
eine oder mehrere Nummern ein- oder inehremal, andere gar nicht er- 
schienen sind, wie dies bei manchen Staats- Lotterieen, oder bei dem Lotto- 
Spiele der Fall ist. Dies veranlalst die Untersuchung der Frage: In 
einer Urne sind s verschieden bezeichnete Kugeln, wovon 
bei jederZiehung p Kugeln herausgenommen und wieder zu- 
rückgeworfen werden. Wie grols ist die Wahrscheinlich- 
keit dals, nach einer Anzahl von z Ziehungen, alie Kugeln 
herausgekommen sein werden? 

Wir bemerken vorerst, dafs die Größe x nicht willkürlich ist; denn 
wenn in x Ziehungen alle in der Urne enthaltenen Kugeln erscheinen 
sollen, so muls x.p wenigstens so grols als die Zahl aller Kugeln s sein. 


” . 6 ® ” Es . 
Deswegen kann x nicht kleiner als 7 sein, und s wird als ein Vielfaches 


von x und » betrachtet werden können. Je größser x und > sind: desto 
leichter werden die Bedingungen der Aufgabe in Erfüllung gehen. 

Wir gehen nun zur Beantwortung der Frage selbst über, beschrän- 
ken uns aber der Deutlichkeit wegen auf einen speciellen Fall, weil sich 
von diesem leicht zum Allgemeinen übergehen lälst, und zwar auf folgenden: 

In einer Urne sind 6 verschiedene Kugeln. Drei Kugeln werden 
bei jeder Ziehung herausgenommen und dann wieder zurückgeworien, 
Zweimal wird gezogen. Wie grols ist die Wahrscheinlichkeit, dafs nach 
zwei Ziehungen alle Kugeln erschienen sind ? 

Bezeichnen wir die sechs Kugeln der Reihe nach durch a, b, c, d, 
e,f, so werden bei jedem Zuge drei verschiedene Kugeln erscheinen, 
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und die Zahl aller bei einer Ziehung möglichen Fälle fällt zusammen mit 
6.5.4 
Wird zweimal gezogen, so kann die Gesammtzahl aller dieser Verbindun- 


gen unter einander zusammentreflen, und es wird die Zahl aller mög- 
lichen Fälle 


den Verbindungen von sechs Elementen zu drei Elementen, ist also 





12123 = 2) 


1.2.3 
sein, so dafs entweder drei, vier, fünf oder sechs verschiedene Kugeln un« 
ter den gezogenen vorkommen können. Kann man nun ferner die Zahl 
derjenigen Fälle bestimmen, worin eine Kugel, so werden sich hieraus 
und aus der vorstehenden Anzahl auch die Fälle bestimmen lassen, worin 
keine fehlt, wenn man die erstere von der letztern abzieht; denn alsdanp 
hat man durch die Anzahl, worin keine Kugel fehlt, auch die gefunden, 
worin alle enthalten sind, 
Zu dem Eude stellen wir die Verbindungen zu drei Elementen aus 

den Elementen a, b, c, d, f, g zusammen. Sie sind 

abe acf bed bfe 

abd acg bef cdf 

abf adf bee cdg 

alg adg baf c/g 

acd afg bdg dfg 


Werden nun die gefundenen Gruppen, so wie es die Aufgabe verlangt, zu 


| 6.5.4\3 
zweien aneinander gereiht, so entsicht die Gesammtanzahl von (1:35 37) 


Unter diesen Verbindungen erscheinen solche, worin kein a, worin kein 
b,c,d,f, g vorkommt. Die Anzalıl der Verbiodungen, worin kein «a 
vorkommt, sind: 


bed bfe 

bef cdf 

bcg cdg 

bdf c/g 

bLdg dfe 
Ihre Anzahıl fällt zusammen mit den Verbindungen zu drei Elementen aus 
fünf, und ist ur Verbinden sich aber die einzelnen Fälle zu zweien 


uuter einander, so ist die Gesammitzahl: 
5.4.3 5.4.3 _ Bas 


—n 


4.2.31.233. 91.2:3/” 





34 * 








304 22, Oettinger, Unierschiede der einfachen Functionen. 


Auf gleiche Weise bestimmen sich die Verbindungen, worin kein 5, kein 
c, kein d, kein f, kein £g vorkommt. Sechs solcher Elemente sind es. 
Also ist die Anzahl der Fälle, worin immer ein Element ausgeschieden ist: 


6. (55) - 


Unter diesen Verbindungen, worin vorerst nur ein Element ausgeschieden 
wurde, sind aber auch solche mit ausgeschieden worden, worin zwei Ele- 
mente fehlen, wie dies z. B. in folgenden vier Verbindungen: 

cdf cfg 

cdg dfg 
der Fall ist. Hierin fehlt nicht nur das Element «, sondern auch das 
Element 5; die Verbindungen, die sie erzeugen, wurden daher nicht nur 
unter dem Elemente «, sondern auch unter dem Elemente 5 ausgeschieden. 
Der Fehler, der hiedurch begangen wurde, muls entfernt werden, und dies 
geschieht dadurch, dals wir die Zahl der Fälle, welche zu viel ausgeschie- 





. j 5.4.3\? . 
den wurden, ermitteln und sie dann von 6.(753) abziehen. 


Die Zahl der Fülle, worin die zwei Elemente @ und 5 fehlen, er- 
giebt sich, wenn man bestimmt, wie oft vier Elemente sich zu dreien ver- 
binden und dann diese zweimal unter einander in Verbindung treten, Dies ist 


er 2. (2) 
2.377723 mn 


mal. Diese Zahl kann so oft vorkommen, als es sechs Elemente zu zweien 
giebt: also ist die gesuchte Anzahl, worin die fraglichen Elemente zu viel 
ausgeschieden wurden, 








6.5 3): 
DENE 
Wie nun die Ausscheidung eines Elementes die Ausscheidung zweier in 
sich schlofs, so schliefst auch die Aussonderung zweier Elemente die von 
dreien in sich; und in der That die Verbindung dfg wurde unter o, 2, c 
ausgeschieden. Aehnliche Schlüsse führen zu folgender Bestimmung: 
6.5.4 25:9: 
1.2.3 \1.2.3 
Durch dieses Ausscheiden erhalten wir für die Bestimmung der gesuchten Fälle 


6 5.4.3 Er en 3.2.1 
vwı23 DIVE 1.2.3°1.2.3 


6 /5.4.3\? 5 /4.3.2\? „ 6.5.4 er 
75 3553) +75 (553 y 
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Die Zahl aber, worin kein Element Dr bestimmt sich durch folgende Reihe: 
6.5.4\° 6 (5.4.3 4.3.2 6.5.4 (3.2.1\? 
(53) - we: (d53 2. 3) +7 x At 2. )- erden) ’ 

und die Wahrscheinlichkeit, dafs nach zwei Ziehungen die sechs Kugeln 


erschienen sind, die wir mit J/7 bezeichnen wollen, ist 
6.5.4\°? 6 (5.4.3 6.5 (4.3.21? 6.5.4 a) 
I 123) +12 9 - (153 




















LE = BE  Een.n 3) 1.2.3 
1.2.3 
= 1-6.) -73 65) +3 > 


Hieraus erkennt man leicht das allgemeine Gesetz, welches der Be- 
stimmung der Wahrscheinlichkeit des fraglichen Falles zu Grunde liegt. 
Die Wahrscheinlichkeit ist gleich einem Bruche, dessen Zähler aus einer 
Reihe von Gliedern, die mit abwechselnden Zeichen versehen sind, be- 
steht, und die der Reihe nach die Zahlenausdrücke der fallenden Verbin- 
dungen aus der Gesammt-Anzahl der Kugeln zu so vielen Elementen sind, 
als die Zahl der bei jeder Ziehung gezogenen Kugeln angiebt, erhoben in 
die so vielte Potenz, als Ziehungen vorgenommen werden. Diese Glie- 
der sind mit den Vorzablen des Binomiums verbunden, welche entstehen, 
wenn (1-+-1) in die so vielte Potenz erhoben wird, als Kugeln in der 
Urne enthalten sind. Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in O übergeht. 
Der Nenner des Bruches aber ist das erste Glied dieser Reihe, 

Hiernach bestimmt sich die Wahrscheinlichkeit für die am Anfange 
aufgestellte Frage durch folgenue Gleichung: 

















247.W= [= Dept )” AR (ei Den) " set) (ee sent) x 
en a) ee). 


oder auch bei anderer Darstellung, da sich die Facultät (1.2.3....p)* 


ausscheidet, 
vr —_ fs (s-2-.(s-p+D) (s-1)(s-2)...(s-p)\* , s(s-1)/(s-2) (s-3).... (s-p-1) 
48. 7 ee ( rn) r 1.2 | s(s-1)../s-p+1) =) 
„.(-1) u ns (s- -1).. ..(p+1) ( p(p-1)....3.2.1 ) 
ER -p) \sts-1)....(s-p+1) 
und durch Zeichen, welehe das Bildungsgesetz deutlicher darstellen, 


29.7= ( a gen er u Rai. af He pr let) (ei, 


pli- split spi-ı spi- 


























1.2.(s-p) 
Die Gleichung läfst sich auch so darstellen, dafs man bei der Darstellung 
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der Facultäten in den Zühlern vom niedrigsten Factor ausgeht, und sie 
dann als steigende Facultäten darstellt. Dies führt zu folgendem: 
= Car HP seo, tel) up-aptt) 
(sp I—1)% 1 (spi-4)* A TA 
> s(—1)....(p+1) (1rlıyr 
/ 1.2....(s—p)  (spi-1)x 
In dieser Gestalt erscheinen die Zähler als der ste positive Unterschied 
der Facultät (—p-+1)?!')“. Deswegen ziehen wie aus dieser Darstellung 
folgende sehr kurze: 


ee; en RRET 


a 
Diese Darstellung gewährt den Vortheil, dafs man die durch die Unterschiede 
»ewonnenen Entwicklungen hierauf anwenden kann. Bei dieser Darstellung 
werden die p niedersten Glieder verschwinden, weil einer ihrer Factoren 
immer =0 werden wird, 





250. 











6... Sl. 


Die Beantwortung der im vorhergehenden $. aufgestellten Frage 
führt zur Beantwortung der nachstehenden. 

Aus einer Urne, die s verschiedene Kugeln enthält, wer- 
den in jeder Ziehung pKugeln herausgenommen und wieder 
zurückgeworfen. Wie grols ist die Wahrseheinlichkeit, dals 
nach x Ziehungen gerade 9 Kugeln (nicht mehr nicht weni- 
ger) herausgekommen sein werden? 

Um diese Frage leichter beantworten zu können, gehen wie von 
folgendem speciellen Falle aus: Aus einer Urne, die 9 Kugeln enthält, 
wird zweimal gezogen, jedesmal werden 3 Kugeln herausgenommen, und 
nach der Ziehung zurückgeworfen. Wie grols ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs gerade 6 Kugeln erschienen sind. 

Die Frage wird sich dadurch leicht beantworten, wenn man be 
rücksichtigt, da[s sie mit der im vorhergehenden $. gegebenen vollkommen 
zusammenfillt, wenn der Fall auf 6 bestimmte Elemente, statt auf 6 Ele 
mente unter 9 beschränkt wäre. Die allgemeinere Fraze |vermehrt die 
Anzahl der günstigen Fälle, und zwar, wenn wir die schon im vorigen 
$. gegebene Bestimmung voraussetzen, die dort gewonnere Anzahl so viel 


mal, als Zusammenstellungen sechs verschiedener Elemente aus 9 gewon- 
9.8.7 
also 


nen werden können, Die Zahl dieser Zusammenstellungen ist 133 


ist die Anzahl aller, das Ereiguils begünstigenden Fälle: 
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123023) - 1633) +21 033) 12a] 











die Wahrscheinlichkeit aber entsteht, wenn die günstigen Fälle durch die 
Anzahl aller möglichen getheilt wird: 

9.8.7 [/6.5.4\° 6 (5.4.3\? „ 6.5 /4.3.2 6.5.4/3.2.1 

1.2.3 (53) -153) + 13 (13,3) - 2a: sr | 


9,8.7% E r 
(153) 
Hieraus entnimmt sich nun leicht das allgemeine Bildungsgesetz, und es 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs ia x Ziehungen gerade s—yg Kugeln her- 
ausgekommen sein werden: 

_—_ s(s-1)....(s-g+1) T/(s-g)s-g-1)....(s-9-p+1)\* s-q ((s-g-1)....(s-g-p)\” 
Wu 5 Fer“ (( s(s-1)....(s-p+1) ) u (ee) 

u a ud (s-q- 2 s-g-3).. ..(s-qg-p-1)\* 
+ ( s(s-1)...:(5- Hi) ) -...|. 

Die Reihe bricht 2 wenn ein Glied in O übergeht. Wählen wir die 
Darstellung mittelst der Unterschiede, so gewinnen wir hieraus folgende 


sehr kurze: 
523 a s(—1)....(s— g-Hi) 17 ((—p-+1)P!N)* 


eu... Clay 
Die Richtigkeit dieser Schlüsse bestätigt sich durch die Betrach- 
tung einzelner Fälle. Werden nämlich aus einer Urne, welcbe 9 Kugeln 
enthält, bei jeder Ziehung 3 Kugeln herausgenommen, und wieder zurück- 
geworfen, so kann es sich ereignen, dals 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 verschie- 
dene Kugeln erscheinen. Die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade 3 verschie- 
dene Kugeln erscheinen, ist: 
ee ne). n in 
1.2.3.4.5.6 \1.2.3 12.6 992704 
Die Wahrscheinlichkeit, dals 4 erscheinen, ist: 
8.7.6.3 .3.2\ ‚8.73 796 
1234 2) = rn 
Die Wahrscheinlichkeit, dals 5 erscheinen, ist: 
9.8.7.6f[/5.4.3\? 5 (4.3.2\3, 5.4] /9.8.7\° 86940 
1354033 - Hr +72: — 592704° 
Die Wahrscheinlichkeit, dafs 6 a ist: 


12 (2) 1 +73) - 12 a) > m 


Die Wahrscheinlichkeit, dals 7 erscheinen, ist: 
9.8 (23): er 3 le) 7.6.8 (e: =) 6.7. al: 





Yz= 












































5) __ 204120 
1.23) ” 592704 ° 





1.21\11.2.3/ 1 1.2.3 1.2.3\1.2.3 11234 


133)t+%5 
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Die Wahrscheinlichkeit, dafs 8 erscheinen, ist: 


1-3 + 165 


Die Wahrscheinlichkeit, dals 9 erscheinen, ist; 
9.8.7 8 7.6\? 9.8.73 1689 
(53) - I GI Te 1:53  59270+° 


Ziihlt man die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fälle zusammen, so er- 
hält man die Wahrscheinlichkeit, dafs entweder der eine oder der andere 


der genannten Fälle sich ereignen werde, und diese ist 


34 + 7560 +86940 + 246960 1.204120 +45360-+1680 __ 592704 __ 
592704 592704 


Diese Wahrscheinlichkeit ist die Einheit: d.h. eine oder der andere der 
„enannten Fällen muls sich, wie natürlich, ereignen. 


$. 92, 

Die im vorhergehenden $. beantwortete Frage bildet den Über- 
eang zur Beantwortung folgender: 

Aus einer Urne, die 5Kugeln enthält, wird x mal gezo- 
sen, und bei jeder Ziehung werden p Kugeln herausgenom- 
men und wieder zurückgeworfen. Wie grols ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dals wenigstens mn Kugeln herausgekom- 
men sind? 

Zu bemerken ist, dafs die fragliche Zahl rn der Kugeln zwischen 
p und s liegen muls, und also m <{s und 2 >p oder n =p sein muls. 
Die Frage wird beantwortet sein, wenn man die Wahrscheinlichkeit be- 
stimmt hat, dals entweder n, oder m +1, oder nm -+2,.... oder sKu- 
seln herausgekommen sind. Da immer die Beantwortung der Frage in 
der Zusammenstellung der einzelnen Fälle besteht, so hat man für die 
Wahrscheinlichkeit folgende Gleichung : 





= 1. 
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Diese Gleichung kann man auf folgende Weise durch Unterschiede darstellen: 
955, WW =. (—p+1)P!')* + s al p+1P I)” 3" s(—1) Ar2((—p+1)P ')* 











(s Pit) 1° (s? [ u % u (sP | De 
s(s—1)....(m-+1)\ A” ((—p-H1)P !')* 
te..+ ( 1.2... —m ) 7 si fe 


Vergleicht man aber das zweite Glied der ersten Horizontal-Reihe mit 
dem ersten’ der 2ten, das 3te Glied der Isten mit dem 2ten der 2ten und 
dem ersten der 3ten u.s.f., so gewinnt man folgende Darstellung: 


A x BR: qypi-i x 
qpıı qyp'-ı 
s(s—1) (s—?) pl en PER.) dee Bm Car (dpi x 
1.2 splt 1.2 17-1 pri 

















und allgemein: 
s(s—1)....(s—r+1) En (s—ryPII\ ® 
1. pn 1 4 r* vn I qpii ) 


Run , 7 us 7ER. br va 
REN 9 Fa“ qpıı — 0. 











und hieraus ergiebt sich, dals alle Glieder dieser schräg liegenden Reihen, 
das erste Glied der (s— n--1)ten Reihe mit eingeschlossen, verschwin- 
den. Die übrigen Reihen sind nicht mehr vollständig. Um die Summe 
der übrig bleibenden Glieder zu finden, hat man nur nöthig, die Summe 
der fehlenden von (1—1)” abzuziehen. Berücksichtigt man nun, dals 
ad—1”—1 = —1, 


—1 
a-Vr—+T =; 
a —1) _ m—1 —. 
(1-1) RT = 5, 


__m en m—1)(m —1)(m— m—1)(m—?) (m— 
ar BRD} Ede Nnd _ m—Nm—2 nn) 

















u. 8 W., so ziehen wir Ya folgende Darstellung : 


250. 9° ee?) (Dm—Dmp)" 








—— 








> p 1.2... (s—m-+1) 1.2....p 
» m—1 le .(m—1) ee le 
Be (s—m--2) 1.2....p 
ri: Aal s(s—1)....(m—2) (Dt 
1.2 1.2...(s-m+3) 1.2....p 





Re —"n; 
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oder 1 
are s—N)..m ((m—t)(m—2)....(m—p)\* F 
27.71 reg. s(s—1)..(s—p+1) ) 3 
m—1 (s(s—1)....(m—1) (fm -2)(m—3)... (m—p—1) ; 
1 1 5 Lıne (s- m-+2) \ s(s—1)... Er =)" 
_ (m—-I)(m—2) s(s—1)....(m—?2) Kurt 3/(m+2)... —_ p—1)\* \ 

1.2 1.2..(s—m+3) s(s—1)... ost a 


Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in O übergeht. 
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Hierher gehört endlich auch die Beantwortung der Frage: 


Aus einer Urne, die 5 Kugeln enthält, wird x mal ge 
zogen, und bei jeder Ziehung werden p Kugeln herausge- | 
nommen und dann zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahr- | 
scheinlichkeit, dals höchstens 2 Kugeln erschienen sind. | 


Auch hier füllt die Grölse der Zahl 2 zwischen s und p. Die 
Frage wird unmittelbar aus dem vorhergehenden $. dadurch beantwortet, 
dafs man die dort gefundene Wahrscheinlichkeit von 1 abzieht; denn die 
beiden Fragen ergünzen einander zur Gewilsheit. Man hat daher zur 
Beantwortung dieser Frage aus der Gleichung (256.) folgende: 
ap Ss Artltp- HP“ sls-1) ar2((-pr1P1N)* 

(sP 1—1)x y (sp I=F)* ie (sp 1—1)* ee 

+ ED „(m+1) a" pHtPN° 


1.2... —m (sp i—1)x 3 





258. W=1-— 








oder aus (257.) 

| 20. WW = 

s(s-1)....m en, m-1 EB EHEN. ti 
1.2....(s-m+1)\ s(s-1)....(s-p+1) 1 '1.2...(s-m+2) \ s(s-1)....(s-p+1) / "" 


wobei jedoch zu berücksichtigen ist, dals in dieser Darstellung +1 statt 
m zu setzen, und danach 2 zu bestimmen ist. 








Die Frage beantwortet sich auch durch die Zusammenstellung aller \ 
Fälle, worin p, +1, +2, .... 2 Kugeln erschienen sind. Diese Be- 
merkung führt zu folgender Darstellung: 
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u ee Het 


s(s-1)..n ((n-1)(n-2)....(n-p) N n-1 ((n-2)(n-3)....(n-p-1)\* 
+ 1.2....(s-n+1) ( 1.2....P ) 1 ( 1.2...p ) +... 
s(s-1)....(n-1) ((n-2)\(n-3)....(n-p-1) 74% n-2 (a-S)(n-#)....n-p-1) . 
+ 1.2....(s-n+2) ( 1.2...p ) 2 ( 1. ) 2 ... 

















s(s-1)...(p-+2) (Dee N: p+1 a 
1.2....(s+p-1) 1.2....p 1 1.2....p 


a Be] ( 1)....(s-p+ y ' 




















oder 


‘ r Pan s(s-1)....(n+1) AN ((-p+1P)* _ sts Ar-1 ((-p+ 1,P ) "20 
. 7 1.2....(s-n) (sP , + 1.2....(s-n+1)” (gF| u = ren 
Ne 9 ApER) AP ((-p+1)P!?)* 
big 1.2.(s-p) („pI=1)8 o 
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Wenden wir auf die in den vorhergehenden $$. gefündenen Be- 
stimmungen über die Wahrscheinlichkeit der vorgelegten Fälle die Resul- 
tate aus der Differenzen-Rechnung an, so können wir sehr kurze Dar- 
stellungen für sie erhalten. Stellen wir die Unterschiede durch Differen- 
ziale dar, so ist, wenn a*=1 gesetzt wird, aus der obigen Gleichung 


_ Jet +HirP!Y) , s *lp+NP!*) AN: 
raue 05 LS 2202 BREI aut 202 Fe RR 


Die so eben gewonnene Formel führt oft zu sehr einfachen Darstellungen. 
Ist nämlich s= px, so verschwinden die höhern Differenziale als das erste, 


und es wird 
o° II—p+1)P''77} wm.41.2.3. 3... 


1.2.3.2:..8 
Wen. 


Ist aber s eine sehr grofse Zahl, so hat man aus dem, was oben gefun- 
den wurde: 


263. 108/77 = /(s en x log(sP!-%) 


Ss 
N" [te E38] 








und dann ist 





2.8? 3.5? 
Legen wir aber bei Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der fraglichen 


Fälle die entwickelte Darstellung aus No. 53. zu Gründe, so erhälten wir: 


41 * 
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»_4__ 58 {s-P\*) s{s-D) ((s-pPI(s-pP-D)\*  s(s-1)(s-2) ((s-p)(s-p-1)(s-p-2)\* 
seecziie (2) " 22 | s (s-1) ) x, ( s(s-1)(s-2) >) Tee 


Diese Reihe convergirt, wenn p, s und x grofse Zahlen sind, ziemlich 
stark. Sind aber s und > grofse Zahlen, so kann man ohne grofse Ab- 
weichwg sS—-p—1l=s—p; s—-p—?=s—p us. w. in den Zählern 
setzen, wenn man zugleich s—1=s, s—2=s u.s.w. in den Nennern 
setzt. Denn der hiebei begangene Fehler wird sich ziemlich genau com- 
pensiren. Geschieht dies, so zieht man aus der vorstehenden Reihe 
folgende: 
s(s—1) 


ee ey Daun 


Ss .. 








und diese Darstellung fällt mit der des Binomiums 


BT (isn! We y 
(16797 
zusammen. Demnach ist nahe genau, bei grolsen Zahlen: 
264. 7 = [1-(=2)T. 
$ 
Diese Gleichung zeigt, wie die Wahrscheinlichkeiten der vorliegenden Fälle 


mit den einzelnen Elementen, woraus sie erzeugt wird, verglichen wer- 
den können. Die Gleichung selbst wird dazu dienen, ein Element aus dem 


andern zu bestimmen. 


Berücksichtigt man, dafs die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
immer durch einen echten Bruch dargestellt wird, und setzt man deswe- 


gen. = = so dals 9>r ist, so hat man 


r s—p\*r° 
== [1-T. 
Aus dieser Gleichung kann man nun leicht die Anzahl der Ziehungen 
bestimmen, die nöthig ist, um mit irgend einem Grade von Wahrschein- 
lichkeit eine günstige Wette eingehen zu können. Es ist nämlich, wenn 
man x aus der vorliegenden Gleichung entwickelt, 
log Vg — log (Vg—Vn) 
ER: logs— log(s—p) 
Wenden wir diese Gleichung auf das gewöhnliche Lottospiel an, welches 
90 Nummern enthält, während bei jeder Ziehung 5 Nummern gezogen 














werden, und setzen also s=90, p=5 und = —1, so ist die Zahl der 


Ziehungen, welche der Wahrscheinlichkeit 3 entspricht, dals alle Num- 
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mern heraus gekommen sein werden, 85,77. Man kann daher mit eini- 
gem Vortheile 1 gegen 1 wetten, dals in 86 Ziehungen alle Nummern des 
Lotto’s erschienen sein werden. Bestimmt man die Anzahl der Ziehun- 
gen, welche einer Wahrscheinlichkeit $ entspricht, dafs alle Nummern er- 


schienen sind, so findet man, wenn = = 3 gesetzt wird, = 100,51, und 


man kann daher 3 gegen 1 mit einigem Vortheile wetten, dafs in 101 Zie- 
hungen alle Nummern herausgezogen sein werden. Dieses Resultat darf nicht 
überraschen, da die Wahrscheinlichkeit, dafs nach 200 Ziehungen alle 
Nummern herausgekommen sind, = 0,999... ist, und die Zahl der Grade 
der Wahrscheinlichkeiten, die zwischen 3 und ;%s5 liegen, sehr grols ist. 
Wird in dem Lottospiele, wo es öffentlich geduldet ist, monatlich einmal 
gezogen, so müssen 7 Jahre verlaufen, bis mit einiger Wahrscheinlichkeit 
zu erwarten ist, dafs alle Nummern herausgekommen sein werden. Nach 
9 Jahren wird solches mit grolser, nach 20 Jahren mit einer ganz nahe 
an die Gewilsheit grenzenden Wahrscheinlichkeit geschehen sein. 


Wünscht man die Zahl der Kugeln zu bestimmen, die zusammen 


in jeder Ziehung herausgenommen werden müssen, um bei einer gegebe- 
nen Anzahl von Kugeln und Ziehungen irgend einen Grad von Wahr- 
scheinlichkeit für das Erscheinen aller Kugeln herbei zu führen, so setze 


man in vorstehender Gleichung y=s—p. Dann wird 
r a Y xis 
a 1-&)'T: 


log (Vg—Vn) _ lg Vg 
x E 


x 


und hieraus findet man 





logy = logs-+ 
Wenden wir auch diese Gleichung auf das Lottospiel an, so wird s=90. 
Nimmt man nun ” =3 und x=50 an, so findet man p =11,45, und 


man muls zwölf Nummern bei jeder Ziehung heraus nehmen, um in 50 Zie« 
hungen eine Wahrscheinlichkeit von $ herbei zu führen, dafs alle Num- 
mern erschienen sind, oder um 3 gegen 1 wetten zu können, dals in 
50 Ziehungen alle Nummern vorgekommen sind. 


Anmerk. Euler und Laplace haben die vorliegende Aufgabe: jener 
Opusc. analyt. T. II. p. 337, dieser Theorie analyt. des probl. p. 191 behandelt, 
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Ungeachtet diese Mei-ter des Calculs sie bearbeitet haben, glaubte doch der 
Verfasser, sie auch betrachten und seine Ansichten vorlegen zu dürfen. Über die Dar- 
stellungsweise, die Laplace gebraucht hat, sehe man das angeführte Werk nach. 
Die Gleichung (251.) ist auf die Darstellungsweise der Unterschiede gegründet, aber 
von der Laplace’s verschieden. Dabei ist zu bemerken, dafs die Darstellungs- und 
Eniwicklungsweise durch Unterschiede, die Laplace gewählt hat, der Eigenthü:n- 
lichkeit der Aufgabe weniger entspricht. Deun die weitern Folgerungen, die wir hier 
gezogen haben, lassen sich bei der Darstellungsweise durch Unterschiede, wie aus 
dem Vorgetragenen selbst hervorgeht, nicht so leicht und bequem finden, und führen 
auch nicht auf so kurze und zweckmäfsige Gleichungen. Wie denn auch Laplace 
die weitern Entwicklungen, die hier gegeben sind, nicht gegeben hat. 
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23. 


Fortsetzung des Vorigen. 





Aufstufungen der einfachen Functionen. 





I. Darstellung der positiven und negativen Aufstufungen 
der Functionen, wenn die Entwickelungsweise auf eine 
endliche Zunahme gegründet ist. 


6. 53. 
Man kann bei der Darstellung der Aufstufungen der aus zwei oder meh- 
reren einfachen Functionen zusammengesetzten Functionen davon ausge- 
hen, dafs man eine zusammengesetzte Function als ein Ganzes betrachtet, 
und sofort als eine einfache behandelt und entwickelt. Diese Art der 
Darstellung führt uns aber zu keinen neuen Resultaten, sondern besteht 
nur in der Anwendung schon bekannter Gesetze auf specielle Fälle. Wir 
stellen die Resultate, worauf diese Betrachtungsweise führt, hier kurz zu- 
sammen, ohne sie weiter zu benutzen. 


Die Aufstufungen einer aus zwei und mehr Factoren zusammen- 
gesetzten Function lassen sich nach (10.) auf folgende Weise vorstellen: 


ge" (XY) = (1+0"XY=X,Y,n Tr = A ARE SR „+ F; 
265. (C"(XYZ) = tl 
zu 7,0, 7 ins Ziihu. p AIR 
u.8 w 
Nach der Gleichung (19.): 


go" (XY) = (O+1)” 


= ur x rn 4er 


ge XIZ)= (+1) 


= An Bis Z_m SR T -m-1 + -m-1 </-m-1 + 7 T ei Anm In. Z_n-23 > 


266. 


u. S: WW. 
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Nach der Gleichung (30.): 
An = (MAY = FRN— TURN) +..()"XT, 


267. \(XYZ),= (-1)"XYZ 
= "(XYZ)— TETUKTIZ)....(—)" XYZ 
uU 5 Wo 


Nach (32,): 
(XV). = 1)” XY 
= FAND AND+ TEN EN +... 
208. (xr2) „= x YZ 
= em XrZ) + Erz HD mer... 


u. Ss. We 
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Da uns aber diese Darstellungsweise nichts Neues und Brauchbares 
bietet, so suchen wir eine andere auf. Zu dem Ende gehen wir von der 
Grundidee der Aufstufungen aus. Sie ist 

XY=-XNY+XY. 
Zählen wir auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens die Function X, } 
zu und ab, so bleibt der Werth der Gleichung unverändert, und wir 


erhalten ESEL KEIL. 
Hierdurch haben wir den Vortheil gewonnen, dals wir die Glieder auf 
der rechten Seite beliebig zusammen stellen, um kürzere Darstellungen ge- 
winnen können. Ordnen wir sie so, wie die Glieder stehen: so wird 
&XY = X(H+W)—YÄ—X,), 
und hieraus, dd , + Y,=CY, und 8, —XI, =4uX ist, gewinnen wir für 
die Darstellung der ersten Aufstufung 
269 C£XY= A, Ch—uÄXY. 
Ordnen wir sie aber auf folgende Art: 
E&XY=- AH NUR HR), 
so wird, d Y—Y=4h, und X + X, ={X, ist, 
270. EXY=Xuah+LlXY. 
Zäblen wir aber X,Y, zu und ab, so erhalten wir, wenn wir die näm- 
lichen Veränderungen, wie vorhin, mit den genannten Gleichungen vor- 
nehmen: 


CXY=XKYHRH- NK HHÄK= YA +I)—A(H—H), 
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und hieraus 
271. CXY = CK, Y—A,ıl,. 
Ordnen wir anders und so: 
LAT=- IV K—X)+L (Hr) = AH R—-Z)N 
so erhalten wir 
272. &XY= YıXy, +, Ch = KlCHH+iX,Y. 
Würde man X,Y, zu- und abzühlen, so würden zwei andere, jedoch nur 
der Form nach von den vorstehenden verschiedene Darstellungen gewon- 
uen werden. Die Gleichungen 270. und 272., 269, und 271. sind nur der 
Form, nicht aber der Realität nach verschieden, 

Wir halten zuerst die letzte Gleichung als Vorschrift fest. Sie ent- 
hält die Regel, wie die erste Aufstufung einer zusammengesetzten Func- 
tion durch die einfachen Functionen, Unterschied und Aufstufung dersel- 
ben gefunden werden kann. Die Regel ist folgende: 

Die erste Aufstufung einer aus zwei Factoren best 
henden Function wird gefunden, wenn man den ersten Fac- 
tor mit der Aufstufung des zweiten Factors vervielfacht, fer- 
ner den Unterschied des ersten Factors mit dem zweiten 
Factor, dessen Stellenzahl man um die Einheit erhöht hat, 
vervielfacht und beide Producte zusammenzählt. 

Dieses Geschäft lälst sich, wenn man die einfachen Functionen aus- 
scheidet, und die Geschäfte, welche aufsie bezogen werden sollen, durch 
unten angehängte kleine Buchstaben bezeichnet, kurz, auf folgende Weise 
andeuten: 

273. NT = (+ 4,.0,)XY, 

wobei OY= Y, gesetzt ist. Diese Gleichung führt leicht zur zweiten Auf- 
stufung, wenn mit & vervielfacht wird, 

CXY= (&+3.0,)CXY = (&+ 29,9, +49 )XY 

= (+39, AY. 
Auf gleiche Weise erhält mau die dritte Aufstufung, und es wird 
OXY= (&+2,0,)7XY 
u.8. w. Hieraus allgemein 
274. grXY= (+9 "XY, 


oder in entwickelter Darstellung: 


275. CAT AH Baer Y+ TIER tut” X, 1. 
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Dieselbe Darstellung hätte man auch bei allmäliger Eutwickehing der 
zweiten Aufstufung aus den Gliedern der ersten erhalten, denn 
CXY = ZIXKCH)+aNY) = NE HN H+ıX CH t+eaX, TV 
= KEY +INEHL+EKX,T, 
u. 8 W. 

. 3% 

Nachdem wir die positiven Aufstufungen einer aus zwei Factoren 
bestehenden Function gefunden haben, werden wir leicht im Stande sein, 
die Aufstufungen der aus drei und mehr Faetoren bestehenden Functionen 
darzustellen, wenn wir von zwei einfachen Funetionen auf drei, von drei 
auf vier u.s. w. übergehen. Setzen wird nämlich in (272.) statt der ein- 
fachen Function Y die zusammengesetzte YZ, so entsteht 

&(XYZ) = X,LYZ) + aX,(XZ). 
Wird C(YZ) nach der Gleichung (272.) behandelt, so ist: 
eYZ) = VKeZ+ıNZ.. 

Die Einführung dieses Werthes giebt: 

CXYZ = A,NcgZ+X,a Y,Z+4X, YıZı 
Werden die Functionen ausgeschieden und die an ihnen vorzunehmenden 
Geschäfte durch Anhängen kleiner Buchstaben angedeutet und deswegen 
das Zeichen © zu Hülfe genommen, so hat man 

276. CXYZ = (d.+41,0;.+4.0,0.)X1Z. 
Diese Gleichung führt leicht zur Darstellung der höheren Aufstufungen, 
Wird nämlich mit £ vervielfacht, so entsteht 
(&;:+4,0.+4,0,0.)EXTZ 
(&+2,9.+3.9,9.)(& + 3,9; + 2:0, 0,)XYZ 
G.+ 2,0:+ 3x0, 0," X LZ, 
Eben so findet man die dritte Aufstufung 
®XYZ = (d.+4,0.+ 3:09,90: XYZ 


e- 


OXYZ 


und allgemein 
277. e"XYZ = (d.+ 4,0;:4 4x.0,0.)" AYZ, 
Das nimliche Gesetz dehnt sich leicht auf eine Function aus, die aus vier 
und mehr Factoren besteht, und es ist allgemein für eine aus r einfachen 
Functionen bestehende Function: 
278. RX KK. A, 
—= (Ö.+4,_ı ®,-+4,.9,—10;, +... +3.9:9;....0,)" X, X2....X,, 
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wo die Beziehungen, die zwischen Zeichen und Functionen herrschen, 
durch 1, 2, 3 .... r angedeutet sind. 


$. 58. 


Legen wir die Gleichung (269.) zu Grunde und gehen von ihr 
aus und zu den höhern Aufstufungen über, so werden wir andere Re- 
sultate erhalten. Wir scheiden zu dem Ende die einfachen Functionen 
aus, und deuten die Beziehungen der Geschäfte, die an ihnen ausgeführt 
werden sollen, durch angehängte kleine Buchstaben an. Dadurch wird 

cCXY= (9,L4,—a)XY. 
Wird diese Gleichung mit & vervielflacht und dann die zusammengesetzte 
Function selbst wieder nach der hier gegebenen Vorschrift behandelt, so 


entsteht: 
EXY=(9,L-1)EXY=(9,8— 4, 9C— 1) XY = (0,9, — a, XY. 
Eben so gewinnen wir für die dritte Aufstufung: 

EXT = (0,83) X, 
und allgemein für die ite: 

279. e"XY = (0,9, —4)"XY. 
Die entwickelte Darstellung ist folgende: 
288. C"XY 


Pr P 7 —1 axrr b) N r > 
= An en Y,— 7 AN, —1 oa need SD. GEN Aagra Y, NE A (—)" pe E, = 


Das nämliche Resultat würde durch eine andere Anordnung der einfachen 
Functionen herbeigeführt werden. Jedoch könnte immer nur eine Ver- 
schiedenheit in der Form Statt finden. 

Sehr leicht läfst sich von einer Function, die aus zwei Kactoren 
besteht, auf Functionen, die aus drei und mehr bestehen, übergehen, 
Setzen wir nämlich YZ statt Y, so wird aus (269.): 

CXYZ = X, E(YZ)— 3X.YZ. 
Wird EYZ nach (269.) behandelt, so entsteht 
eXYZ = KYCA— Na, A—AıNY,Zs 
Werden die einfachen Functiouen ausgeschieden, und die öfters gewählte 
Bezeichnung eingeführt: so wird 
CXYZ = (0,0, — 9,4, — 4,)XYZ. 

Das Vervielfachen mit £ und Anwenden der vorliegenden Vorschrift auf 
die gefundene Darstellung giebt: 








EN 
10 
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OXIZ (9,9,&.—©,3,— 4,)CXTZ 
(0,9,8.— ©,4,— 4x) (9,9, —0,; 3, 8,) XYZ 


(0,9, — 9x4,—4,) XYZ. 


Eben so die dritte 
C(XTYZ) = (0,0, — 9,4, —4,)’ XYZ, 
und allgemein 
9" XYZ = (0,9, — 0.4, — 4,)”" XYZ, 
Das gefundene Gesetz dehnt sich leicht auf jede Anzahl von Functionen 
aus und es ist 
231. IR... X (9,9,...G— 0,9; uud OO: 28,200) RR, Xu X, 

Anmerkung. Bei allen den gefundenen Gleichungen ist zu be- 
merken, dafs sie noch immer in ihrer Allgemeinheit gelten, wenn auch 
Stellenzahlen der Functionen um eine Grölse vermehrt oder vermindert 
werden. 

$. 50. 

In den bisherigen Gleichungen wurden die Aufstufungen der zu- 
samınengesetzten Functionen, durch die Aufstufungen und die Unterschiede 
der einfachen dargestellt. Keine Gleichung führte auf Aufstufungen allein. 
Man kann jedoch auch eine Darstellung finden, die nur auf den Aufstu- 
fungen der einfachen beruht. Sie hat das Merkwürdige, dafs sie nur für 
Functionen gilt, die aus einer ungeraden Anzahl von einfachen bestehen. 
Um dies zu zeigen, betrachten wir die Aufstufungen der 3 und 4theili- 
gen Functionen, und gehen auf die Grundidee der Aufstufungen zurück. 


Es ist 
ENNZ=NYAHNNZ. 


Zählt man auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens die Ausdrücke 
X,Y,Z,, X,YuZ, in der angegebenen Ordnung zu und ab, so hat man 
XNNZ=EXNYZHRHZ-RKHZ- KR HKHZFKKZFKYZ,. 
Die Darstellung ist dem Werthe nach unverändert geblicben, und wir 
haben 

OXIZ = (KARL AZ KH + WZAHRY(Z+Z,), 
und hieraus, da X +K=lX,, Yy+h=(CHh, Z, +7, = CH, ist, entsteht 

CXYZ) = CN YYZ-KCHZ HER NZ 

Scheidet man die Function XYZ aus, und führt die Bezeichnungen ein, 


so Ist 


282. CXIZ = (&—C9,+L9,9)XIZ, 
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Vervielfacht man mit Ö, und behandelt den Ausdruck auf der rechten 
Seite nach der vorstehenden Gleichung selbst, so hat man 
eXYZ = (&:—Q,9;+G9,0JXLYZ, 
und allgemein 
283. d"XYZ = (& —89,.+L.9,9.)”" XYZ. 
Eben so erhält man für eine aus 5 Factoren bestehende Function: 


284. A"XYZUV 
z. ($ —( oO, + 4 O, ©,— (4,0: ©, ®,+ GO, 0.9, O,)” XYZVYU 


u. 8. W., für alle Functionen, die aus einer ungeraden Anzahl einfacher 
Functionen bestehen. Diese Darstellungsweise aber läfst sich deswegen 
von einer ungeraden Anzahl Factoren gebrauchen, weil die Zahl der 
eingeschobenen Functionen gerade ist. 

Eine ähnliche Darstellung läfst sich auch für die Functionen finden, 
die aus einer geraden Anzahl einfacher Funetionen bestehen, wobei je- 
doch zu bemerken ist, dafs in diesem Falle bei einer Function der Un- 
terschied genommen werden muls. 

Wählen wir zu dem Ende eine viertheilige Function, so ist ihre 
Aufstufung 

C(ZYZU) = X, Y, ZU +X,hZ0D,. 
Wird auf der rechten Seite X, Y,Z,U,, K,HZ,U,, K,FHZ,U, in der 
vorstehenden Ordnung zu und ab gezählt, so ist 
dXYZU) = XYZU, +XYZUO — ANZUG —A,HZUO, +Ä,NZUD, 
+ 0 Y, Zo U, — A, Y, Zo U,+X, Y, VA U, 
= (KK, +X)NZU-K Hr) ZU +, YK(Z+Z)U, 
—A, Y, Zu U, RR D,); 
und hieraus 
2XYZU) = &EXYZU—NLKZU + NEZ:U,—X,Y,Z,AU,, 
oder 


CXYZU = (£.0,0.0.— (9.9, +C.9.—4)XYZU. 
Dies führt zu folgender allgemeinen Darstellung: 
285. M"XIZU= 9,209: + 8.9, — 8" ÄFZD. 
Diese Darstellung läfst sich leicht auf jede Function, die aus einer gera- 
den Anzahl Factoren besteht, ausdehnen. Sie führt den Unterschied der 


letzten Function mit sich, könnte jedoch bei einer andern Anordnung 
auch mit dem einer andern Function sich verbinden, 
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$. 60. 

Da diese Darstellungen sämmtlich aus der Grundidee der Aufstu- 
fungen für einfache Functionen abgeleitet wurden, so müssen auch von 
ihnen alle Folgerungen gelten, die von jenen gelten. Wir haben bei den 
Aufstufungen der einfachen Functionen gefunden, dafs im Allgemeinen 
die nümlichen Gesetze für die positiven Aufstufungen, wie für die nega- 
tiven gelten; demnach gelten auch die so eben gefundenen Gesetze nicht 
nur von den positiven, sondern auch von den negativen Aufstufungen. Aus 
$. 56. ergeben sich also die nachstehenden Gleichungen, und zwar aus (274.): 

286. c”" XY=(+.09,)"XT, 
oder bei anderer Stellung: 
C"XY = (1O,+EI"XT, 
C"AÄIZ = (.+3,09.+4,0,0,)”"XYZ 
u. 8. w., aus (278.): 
287. De TE na, 
= (,+4,,9,44,9,-19, +::.. 44.9.9 .... 0)" X X... X,. 
Auch die $. 58. gefundenen Gleichungen gelten für negative Aufstufungen, 
und man gewinnt aus No. 279.: 
ECRT  — (9,6, —ı,)"XTY, 
IC AT u | 
u. 5. W. 
Auch die $. 59. aufgefundenen Gleichungen gelten für negative Aufstu- 
fungen, Stellen wir die entwickelten Darstellungen der negativen Auf- 
stufungen für zweitheilige Functionen zusammen, so erhalten wir aus (286.): 
CV) = KOCH — IX, CH + AXNCR-.... 
29. [AXN=- KOH- UK LHEKOR-.... 
CAT) = REN —3IX, CH HHAX, CR —.... 
u. 8 W. 

Diese Gleichungen gelten für jede zusammengesetzte Function, wie 
auch die Stellenzahlen der zusammengesetzten Function beschaffen sein 
mögen. Erhöhen wir sie daher um p, so erhalten wir: 

XV = NOV 3X, "Lut PX Hrn: 
290. XL = LOW - UK, OK +3 Le pm. 
RL =X,C Y,— 34%, Ynt6rX,S° Yan. 
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Aus (288.) aber erhalten wir folgende Darstellungen : 


C'XY=XLC"K+ 2A.” + ge 
99] C”’XY = > m, Y,+24X(7 Y+32X_ 7 Y, ,. 
{ C"XY —— 


X,C"Y,+3aX |" er X: 2“ 4 ah 


Werden die Stellenzahlen in p» erhöht, so wird 


} Er X, ", = IR a W, + A A, u; Eu A” X p=3 er 2, En 
292. e- x} Y = > EUON ı y, + 2 AN, ; E77 „+ Fee 
(EX, = KEY +3X EV, +60X + 
u. SW, 


$. 61. 

Eine andere, sehr einfache Methode, die Aufstufungen der zusam- 
mengesetzten Functionen zu gewinnen, ergiebt sich durch die Darstellung 
mittels der Unterschiede. Gehen wir von der Grundidee der Aufstufun- 
gen aus, so ist die erste Aufstufung einer zweitheiligen Function : 

£&XY= NY+HXY= (X+HX)(Y+HıN+XY. 
Die in Klammern eingeschlossenen Ausdrücke lassen sich so darstellen: 
X, = (X+X) = (144,)X, 
=) = (1-++4,)F, 
wo A,, &, wie oben, die Beziehung der Zunahme auf ihre ursprüngliche 
Function bezeichnen. Die Einführung dieser Darstellungen erzeugt die 
Gleichung 
293. E&XY = (1+44,)(143,)XY+XY = [(1+4+3,)(1+4,) +1] XY. 
Wird diese Gleichung durch £ vervielfacht, so entsteht 
EXY = [(144,)(144,) +1]EXY. 
Wird hierin CXY nach (293.) behandelt, so hat man 
@XY = [144 )1+4,)+1][d+49(14+4,)+1]XY 
= [1+4,)(1-F3,) +XT. 
Eben so gewinnt man für die dritte Aufstufung 
EXY= [(1+4,)(14+3,)+1?&XY = [(1+3,)(14+3,) HP XY. 
Dieser Entwieklungsgang bleibt unverändert derselbe, und es ist allgemein: 
294.  Z"XY = [+4 )1-+4,)+1]”XTY. 
Die Schlüsse, die von zweitheiligen Functionen gemacht wurden, lassen 
sich leicht auf dreitheilige ausdehnen. Es ist 


(XYZ = X,Y,2,+X,F.2» 
Da nun 





324 23. Oettinger, Aufstufungen der zusammengesetzien Functionen. 


X = Ätrı\= (1-+4,)X, 
Y, =Y’+ı/Y=(1+4)Y, 
Z, = Z+ıZ = (1+44,)Z 


wu. 


gesetzt werden kann, so ist 
EXYZ = (143) (1+4,)(1+4.)XFZ-+XTZ 
= [+4 )(143,)(1+4.)+1]XTZ. 
Wendet man die gleiche Ableitungs-Methode wie vorhin an, so findet 
man allgemein: 


ce" XYZ = [(1+4,)(14+3,)(1-F4,) +1" ATZ. 
u. 8: w. für eine Function, die aus r einfachen Functionen zusammenge- 
setzt ist: 


25. "KK X) = [At )A4).. A) HK X. X. 


II. Darstellung der positiven und negativen Aufstufungen 
der zusammengesetzten Functionen, mit Hülfe 
der Differenziale. 
$. 62. 
Wie die Aufstufungen der einfachen Functionen, so auch lassen sich 
die der zusammengesetzten Differenziale darstellen. Der Taylorsche Lehr- 
satz giebt hierzu die bekannten Reihen: 




















Ax.OX |, (am)?0?X (Ax)?0?X 
ipAeAr Tr 1.0% + ray FIRST te 
Ax.O 
— 14+ı2D)X=e°*X, 
ni ay.dX | Ay)?9®Y , (Ay)2deY 
pie I 1.0y tray ri. 2.3.(0y)? Fer 
AY-o 
—= (I+ıy)X =e 0 Y, 
ige Az.0z , (A2)?0?Z (A:2)30? Z 
Z+.243= 247% 1.02 TE 2: tt. 2.3. tee 
Az.d 


(A+22)Z = e°: Z, 
wenn 
eelrıtatast 
ist. Legen wir nun die im vorhergenden $. gewonnenen Gleichungen zu 
Grunde, so gewinnen wir aus der Gleichung (293.), durch Einführung 
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der schicklichen Werthe, für die Darstellung der ersten Aufstufung einer 
zweitheiligen Function durch Differenziale: 





Ax.d Ay.d 4%.0 , Ay.d 
296. CXY= („= 697 Hı)xr — (er +5 ı)xr. 
Die zweite Aufstufung wird durch Vervielfachen mit & gefunden, und es ist 
Ax.d AYy.O Ax.d AY.O Ax, . ay.0 
(. = .e 0 +1)EXY = (. er +1) .e 9y Y +1)XY 
Ax.dO Ay.d : 
— \e 9% „e 9 Hı)xr. 
Für die dritte Aufstufung erhalten wir 
Ax.d AYy:0O 3 


CXY/= (=. +1) XY, 
und allgemein für die te Aufstufung einer zweitheiligen Function: 
Ax.d Ay.d m 
297. Ce" XI/= (. 02 „er +1) XY. 
Der Übergang von einer zweitheiligen Function zu einer dreitheiligen ist 


leicht. Aus $.61l. erhalten wir 
Kr z AY-0 Az.d 








2XY = 








CXTYZ — 
und Ax.d AYy.d Az.d 
ce" XYZ (. Y s ) 
für eine viertheilige ist 


Ax.d AY:O Az.z Au.d m 
CXÄYZU= (298,607 ‚ed: ‚eu +4) XYZU 
u.5. w. Die vorstehenden Darstellungen lassen sehr leicht den Schluls auf 
Functionen zu, die eine beliebige Zahl von Factoren haben. 
$. 63. 

Die im vorbergenden $. gegebenen Formeln für die Darstellung 
der verschiedenen Aufstufungen mittelst der Differenziale gelten nicht nur 
für ein positives, sondern auch für ein negatives 2, und sind allgemein, 
Ibre Darstellung ist jedoch nur formell. Um auch brauchbare Darstellun- 
gen für negative Aufstufungen, ins besondere zum Behufe weiterer Ent« 
wickelungen, zu gewinnen, suchen wir auf einem andern Wege entwickelte 
Reihen, betrachten aber nur die Entwickelungen zweitheiliger Functionen, und 
legen zu dem Ende folgende aus (275.) entlehnte allgemeine Reihe zu Grunde: 


a. A a Au 76 Rand da EEE NTE > See 


worin die negativen Aufstufungen einer re Function auf 
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die negativen Aufstufungen und positiven Unterschiede der einfachen Func- 
tionen zurückgeführt sind. Die negativen Aufstufungen behalten wir bei. 
Die positiven Unterschiede stellen wir aber mittels der Gleichungen des 


$. 42. dar, und wählen zu dem Ende statt der Gleichung (212.), der Kürze 
wegen, folgende Darstellung: 








— m-+1 / ı vv 
vi en 1.2.3... an" +1.2....mOr (a. 2) rt mt X, 

; Be (Oxr)” nu .(m+1)(o a)"t' 
rs re 


ee 1 Au EIER 
+ l > mn s 1.2..../m-1) (dat? .... 
Dies führt zu folgender Darstellung: 
298. CL e ELTA 


P-m-I V | Ax.o \ (Asej* &% (Aa) 3 03 x 
— ml Hl ae + 1.2.( + ET AI 



































ee en Se et 
— she 2er, fine are HE 
war eu | 
+ EN any, [1a EEE Has a 
5 


= * > . B 


Diese Gleichung ist nach den negativen Aulstufungen der TER Y 

- - ! 
geordnet. Ordnen sie wir nach den Differenzialen der Function X,, so 
erhalten wiır 
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Man erkennt leicht, dals die in Klammern names Ausdrücke der 


( \m+2 
Reihe nach mit abwechselnden Zeichen, mit — T : , mmt- ni E 


mit den Facultäten 1, 1.2, 1.2.3, 1.2.3.4, .... und mit €.... verbun- 
den sind. Die obern Zahlen von € fallen, die obern steigen. Die Summen 
dieser Zahien übertreffen die Exponenten des Differenzials um die Ein- 
heit. Das allgemeine Gesetz liegt in folgender Reihe: 


(Ax)” Ö rX N) m run -m—i 2 m (m-+-1) —Nn—? 2 
Te nt 2 gr... 


1.2....r(0x)" 











‚m m(m+?2).... n 
EIER. ee run. 


Aus dieser allgemeinen Bildungsweise (299.) leiten sich leicht folgende 
specielle Fälle ab. Wird m=1 gesetzt, so ist 


300.  X,Y, 
or A 2 war 
=X, 0" Y— — u Tea 4 Y,+ 
(A. ? Äp w 
„er u. Y,4+2g Y Y4] 
(Aac)3 Ö x, be _ E 
+ 53 al g Y Y4+6g£ ‘ Y,42—6g "z Y 43] 


Ar)4,.0* Kr “ ” r "m 
r +iza were N WE. W364 Y, Y,+.]» 

















Wird m =? Eh so FERNE 
X, Y, 
—=X,@Y Cor, sy 


(Ax)29? X. L 
+ 1.2.08 Ey b 2°” Yat+6S° 4] 

(A 36€ ar ho r - hu / 5 
"7 = m Yu + Ce UV.) 


0*X 
+ Hizare: 4— ksch +2" al Yu +120C Yu]. 


a . r » ” ” * . ® ® . . . s . . ° . 
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Legen wir die aus (288.) entnommene Gleichung 


TREE HE EHD X,  + 


zu Grunde, und stellen ü Unterschiede durch Differenziale dar, während 
wir die negativen Aufstufungen der andern Function beibehalten, so erhal. 
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ten wir folgende Darstellung: 


301. FrX,Y 
iin DR ag A . 
-m—l .OX,. m-i (Ax)’O’X -m=-] (Ax)’ Ö’Xp-m-ı 1 
Tan Y,[” 1.0x + 1.2.(0x)? r 1.2.3.(0x)° Her 


u u Pr TE | u (Ar)? X_ m 02 (4x)’0’X,_m-2 
” 12 di vor 1.2(0x)? un 1.2.3 (0x )° 


C? (Ax)’0’Xy-m-2 \ 
bald 1.2.3.4. (0:x)* Te 
nr m+2) „_„-3 | 9 (Ar)’O’X,_m-3 n 0 CH (Ar) 9 X,_m-3 
Lam © Were DeEiih.) base 5. 5.765 Wii ang €3 © 10"; 
. C; (Ar)’O’X. -m-3 | 
POER. 1.23.4.5(0x)° ae 
0! (Ax)’O’Xp_-m-4 
1.2.5 (0x), 
C} —r O'X,_m-4 


AUBEr SO +....] 
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u. 8 W. 
Diese Reihe ist keiner Umformung, wie die Gleichung (298.), fühig, 
weil die Stellenzahlen der Functionen, welche mit den Differenzialen ver- 
bunden sind, nicht unter einander harmoniren. 
Die in diesem $. mitgetheilten Reihen sind ihrer Natur nach un- 
endlich; sie brechen ab, wenn die Differenziale der Functionen, die in 
der Darstellung vorkommen, in 0 übergehen, 
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21. 


Fortsetzung des Vorigen. 





Unterschiede und Abstufungen der zusammen- 
gesetzten Functionen. 





- 


I. Darstellung der positiven und negativen Unterschiede 
der zusammengesetzten Functionen, wenn die Entwick- 
lungsweise auf eine endliche Zunahme gegründet ist. 

$. 695. 

Mau kann bei der Darstellung der Unterschiede zusammengesetzter Func- 

tionen die Function selbst als ein Ganzes oder Einfaches betrachten und 

sie nach den Verschriften, welche von den Unterschieden der einfachen 

Functionen gelten, behandeln. Diese Art der Darstellung führt zu kei- 

nem neuen Resultate, und besteht nur in der Anwendung schon bekann- 

ter Gleichungen auf specielle Fälle; deswegen benutzen wir sie nicht weiter. 

Eine andere Methode der Entwicklung ist: die Darstellung der Un- 
terschiede zusammengesetzter Functionen auf die der einfachen, woraus 
sie bestehen, zurückzuführen. Wir theilen hier folgende Methoden mit, 
und verweisen wegen der übrigen auf die sechste Abhandlung unseres 
Differenzial-Calculs, wo noch mehrere Methoden angegeben sind. 

Auch hier gehen wir von der Grundidee des Unterschiedbildens 
der einfachen Function aus, entwickeln aus ihr den Unterschied einer aus 
zwei Factoren bestehenden Function und gehen von diesem zu dem der 
drei- und vier- etc. theiligen über. Es ist aus (133.): 

MXY) = X, N, —XY = (X+AX)(Y+AN)—XTY. 

Stellen wir nun X+4X und Y+aFY so dar, dals wir die einfachen Func- 

tionen ausscheiden, so wird X +4 X=(1+4,)X und Y+ÄıY=(1+4)Y. 

Führen wir diese Darstellung in obige ein, so entsteht: i 

aXY) = (4449444) XY—XY. 

Dies führt zu folgender Darstellung für den ersten Unterschied einer aus 
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zwei Factoren bestehenden Function: | 
302. 4(XY) = [+49 (1+4)—11XY. 
Wird diese Gleichung mit A vervielfacht, so entsteht 
#®XY= [(1+4,.)(14+4,)—1]aXY. 
Wird hierin aXY selbst wieder nach (302.) behandelt, so entsteht 
AXY= [(l-+439(144,)—1P XY. 
Eben so gewinnen wir 
2»XY= [(i+a)(1+3,)—1P XY, 
und hieraus allgemein 
303. m XY= [(+sJA1+3,)—1]”" XY. 
Der Übergang auf die Unterschiede dreitheiliger Functionen ist leicht. Es 
ist nach (133.): 

MXYZ= X VZ-K, HZ = (X+aX1(Y+AY)(ZL AZ) XYZ, 
oder, wenn die Bezeichnung (A+4X)=(1+4)X, Y+ıY=(1+4)Y, 
Z+3sZ=(1-+44.)Z eingeführt und die Functionen ausgeschieden werden, 

MXYZ) = [1+A)(1+4,)( +4.) —1]XYZ. 
Die weitern Ableitungen führen zu folgender Darstellung: 
sm (XYZ) = [(1+4)(14+4,)(1+8.) — 1]” XYZ, 
und hieraus allgemein, für eine aus ” einfachen Functionen zusammenge- 
setzte Function, 
304. amX X,...X, = [l+4)(1+4,)....(1$a,)-I"X,X,....X,: 


$. 66. 
Eine zweite Ableitungsweise der Unterschiede zusammengesetzter 
Functionen gewinnen wir aus der Gleichung 
EEK LT EIRT 
dadurch, daß wir X,Y, auf der rechten Seite zu- und abzählen, wodurch 
der Werth der Gleichung nicht gestört wird. Hierdurch entsteht: | 
LAN SLETIKLER LA LEI DIESE EV | 
Da nın „—Y,=4ıY, und X,— A, = 3X, ist, erhalten wir hieraus, bei 
umgekehrter Ordnung, 
305. A(XY) = X, AY-+aX.Y.. 
Bezeichnen wir hierin Y, durch ®Y, scheiden die Functionen aus, und be- ! 
halten die Beziehungen zwischen ihnen und ihren Geschäften bei, so wird 
hieraus 


2 

$ 
7 
& 
7 








4(XY) = (4, —+4.0,)XY. 
Diese Gleichung führt leicht zu der Darstellung der höhern Unterschiede. 








Een Bimear gn 
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Vervielfachen wir mit A, so ist: 


»XY= (4,-+4.9,)AXY = (4,+49,9,)(4, +4.9,)XY, 
also 
@XY= (,+44.0,)?XY; 
eben so 
AAXY= (+1,93 XY, 
und allgemein 
306. u" XY= (4,44, 0,7” XL, 


Die entwickelte Darstellung, wozu diese Gleichung führt, ist 


Y; 


307. =XY= KmY+laxamı A a ee) 12Xamay.t..,. 


De 


+ T am KA Yan Ar X, Ym. 


Wiiblen wir eine andere Anordnung der einfachen Functionen, so ist 
308. amXY = (AA, GAY. 
= YarX-— AYammıy, Pr Deyamaxıt..., 
und man erkennt, dafs bei den Unterschieden, eben #0, wie bei den Aulf- 
stufungen, die Anordnung der einfachen Functionen ganz der Willkür 
überlassen ist. 
Auf gleiche Weise werden die Unterschiede einer dreitheiligen 
Function gefunden. Es ist nach (133.) 
WIDE XLLLSLYVZ; 

Wird auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens X, Y, Z,, A, Y,Z, ab- 
und zugezählt, so bleibt der Werth der Gleichung unverändert, und es ist 

AKID= KRZR, KA ZH ZI I, Z 

= (X, — X,) X, Z; +Xo(}; ii Y.)Z, + Xo Yo (Z, 6 Zo ). 
Da vun X, — X, =4X, ,—Y,=ıaJY, Z,—Z,=4Z ist, so erhalten wir 
AXYZe X, YAZ+- X, AV. Z,+4X,.YZ,, 
oder, wenn man die Functionen ausscheidet und Zeichen einführt: 
a(XYZ) = (A. +4, 0.-+4,0, @.) XYZ, 
Das Vervielfachen mit 4 führt zur Darstellung des zweiten Unterschiedes. 
Es ist 
12(XYZ) = (4:44, 9.42.86, 6.)AXYZ = (2.44, 0.442,69, 9.)° XYZ, 
u. 8% W. 


am(XYZ) = (4.44, 0.44.06, G.)" XYZ; 
hieraus allgemein, für den ten Unterschied einer aus r einfachen Func- 
tionen bestehenden Function: 
309. Aa"TX,X,...X= (44419, +... 9,0,.... 0)" X, X,....X,. 
44 * 
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$. 67. 

Die in den beiden vorhergehenden $$. gefundenen Bildungsweisen 
gelten zuerst zwar für positive Unterschiede; sie sind aber nicht desto 
weniger allgemein, und gelten auch für negative. Dies zeugt sich leicht | 
aus folgendem. 

Vervielfachen wir die Gleichung (302.) mit 4”, so ist 

XY = [(1-+4r)(14+4,) —1]a(XY), 

und hieraus, wenn mit dem in Klammern eingeschlossenen Ausdrucke ge- 
messen wird: 


Kr 
4 
b" 
3 
% 
$: 


r XY 
. Zun = = ‚ EAER , h : 
310. am) = rag = HS IH TAT. 
Eben so erhalten wir aus (303.), wenn wir mit 4” vervielfachen, und 
berücksichtigen, dals a"a"=4a’=1 ist, 


XY = [(14+4x)(14+4,) -1]" a” (XY); 


XY ’ 
u. ar(XY = gar = HAHN” KT. 


Auf gleiche Weise gewinnt man auch ganz allgemein 
312. (X, X,...X) = fiü+4)(44.).. JA", XXL 
Gehen wir von der Gleichung (305.) aus und vervielfachen mit A”, so wird 
XY= (4,+44,.9,)a"XY, 
und hieraus, wenn mit dem eingeklammerten Ausdrucke gemessen wird, 


; AÄY ; 
A—(XY) = 4,+2,6, = (A, 4x 9,) XY, 


Eben so für den nten negativen Unterschied: 
333. a m(XY)= (,+10,) m XY, 
oder, bei entwickelter Darstellung, 





also 





34. amıXy)= Xamy— Taxe y, retd ax > ARSTER 


Diese Gleichung führt auf eine unendliche Reihe, 
Aus (309.) erhalten wir auf diesem Wege 
35. ZU (XN,X,...X) = (4, +2710,4..44, 9,9, 0 9) X, X, X... X, 
Wir geben einige entwickelte speeielle Fälle der negativen Unterschiede 
zweitheiliger Functionen. Aus (314.) erhalten wir: 
mXY= Xi Y— 1X? Yy,+ 2X, —- #XV,-+., 
amXY= Xa=Y—24X,.473Y, + 34? Xa#Y,— 42° XasY, ‚+: | 
316. A3XY—= X43 Y—3AX.a*Y,-+ 64° Xa75 Y,— 104° Ka nt ; 
aAXY = Kat Y—4X.05 Y, +104? Xa4 , — 202° X Y,+.. 


Se de 


“ ” e ® 5 ® ’ * » * E > ® ° ” E 0) > ’ N 5 « . . 





’ 
% 
* 
ä 
f 
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u. 5. w. DBerücksichtigt man, dals die Stellenzahlen dieser entwickelten 
Darstellungen, unbeschadet ihre Gültigkeit, um gleichviel erhöht oder er- 
niedrigt werden können, so hat man auch 
AN, NZ, YV— AX, Ar Ypı th 4?X,.4 Y,p— A’X,.4 m 
7X, Y, = X, —2AX,.4° Y,pı + 3A: X." Y,pn— 443 N Yorst ir. 
317. (X, , =X, Ber .A*Y4ı$ 64° X,.8° a — 1043 N,.A Mr 
«X, = x, A Y„—44AX,.4° Ya +104? X,. A Yn42— 2043 X, 4 Ya... 
u. $. w. 

Wegen anderer Methoden und wegen entwickelter Darstellung der 
Unterschiede specieller Fälle von Fuuctionen verweisen wie auf unsern 
Differenzial- und Differenzen-Calcul, 6te Abhandlung. 

$. 68. 

Eine andere Darstellung der Unterschiede der zusammengesetzten 
Functionen gewinnen »wir durch die Aufstufungen der einfachen. Gehen 
wir von der Gleichung 

AAN XNH—XY 
aus, und zühlen X,Y, zu und ab, so wird der Werth der Gleichung nicht 
geändert, und wir erhalten 
,AN=-KNLÄAH-KH—- RN, = (KHÄ)N—A(V+ NY). 
Da nun N, + X, = (X, und ,+Y,=CY, ist, so entsteht 
MAT) au lX. HLCH, 
oder, wenn die Functionen ausgeschieden werden, 
318. aAY, = ((,9,—()ÄHY. 
Vervielfacht man mit A, so entsteht 
XI = (9, SEAN = (9,9), —L)ATY. 
und hieraus, durch Vereinigung, 
2XY = (LO9,—L,XY. 
Eben so erhält man für den dritten Unterschied 
AXY = (,.9,—()XT, 
und hieraus allgemein 
319. "XI = (OÖ, —G)"XT, 
Die entwickelte Darstellung dieser Gleichung ist 


320. aXY =" > ® Y, NE > u IX, X. F+ name er XCY,.. LIE 





Diese Darstellungsweise hat im Eigenthümliche, aa sie nur von Func- 
tionen gilt, die aus einer geraden Anzahl von Factoren bestehen. Ist da= 
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EEE 


her r eine gerade Zahl, so hat man : 
321. ru... | ’ 
= (49,9....9,— 299... 9,4+... (JO K Xu... X, 


Ist 7 aber eine ungerade Zahl, so gilt folgende Gleichung: 
322. TE 1a 
= (49,9;...0,— 9... 9,9, +" AR, X,... X, 
Auffallend ist die Übereinstimmung, welche zwischen den Gleichungen | 
dieses $. und denen des $. 59. herrscht. 
Alle diese Darstellungen gelten auch von den negativen Unterschie- | 
den. Wird nemlich (318.) mit a7" vervielfacht, so entsteht | 
AY = (C, O,— (,) a—ıXY, 








also 
Hr £ 
er u EN a are 
A KALI = + „> = yy Nie 
\ GO, —L, (Sx P = 
und hieraus 
Be XY 
a"X\Y= —— (GO, — —() P®XT, 


0,—(,)” m 
Y y) 


Die entwickelte ARE - für diese Darstellung ist 


333, A n X Y— 14 ne „+7 m m en Er n dr m ( an nen 2 -M- Lu 4 + 


Aus (321.) gewinnen wir Se Darstellung en eine gerade Factoren- 
Anzahl: 


324. ut FI STR © 
>96 N Pr al 0 Sul. 
= 9,9; 1... 0, — 09,9, .. © us ) u fi A in 
Aus (322.) aber, für eine ungerade he Anzahl, folgende: | 
325, AriX,X, .... X, 


= (99. 9ER ALBIN NL. X. 


Die Gleichung (323.) erzeugt folgende specielle Fälle: 


TII=- XI + DXLZH+ XII H+.. 
326. 1a” X m "2.7.5208: ee u A 
lxr— FILE PEAK PET, # .... 


u. 8. w. Erhöhen wir bierin die Stellenzablen um p, so ist 


we; # um a Yr,NV + ’%- Er BPE, m ro N Y,s+.- 
. Le LMOXe He Ker.+. 
al. 2 Y = Pk. tg, er, TR 5 FE 
uU. 8: WW, 


ß 
J 





EEE nn 








24. Oettinger, Unterschiede und Abstufungen der zusammengesetzten Functionen. 335 


II. Darstellung der Unterschiede zusammengesetzter 
Functionen, mit Hülfe der Differenziale. 


$. 69. 
Um die Unterschiede der zusammengesetzten Functionen durch Dif- 
ferenziale zu gewinnen, gehen wir, wie früher, von der bekannten Tay- 
lorschen Reihe aus. Nach ihr ist nämlich 


r .d 2 = ).0° f 
K=fXt0)=%X+X=|1+°2 + ar +7 33 +... | 


0x 2.3.(02?) 
42.8 
— e %% Bi 
Wird hierin die Function F statt X gesetzt, so wird an dem Gesetze, 


welches dieser Darsteiluog unterliegt, nichts, sondern nur an der Form 
geändert, und es ist 








ay.0 
Y,=Y+tıYze®Y. 


Eben so 
82.0 


a u. 
Z, =2Z+ıZ = e"” Z, 
u.8. w. Nach diesen Vorbereitungen wird es nun leicht seiu, die Dar- 





stellung der Unterschiede der zusammengesetzten Funetionen durch Dif- 
ferenziale zu geben. Es ist nämlich nach der Grundgleichung (133.) des 
Unterschiednehmens: 
A) =A,NH—X,TY. 
Werden nun hierin die vorstehenden Werthe eingeführt, so erhalten wir: 
Ax.d Ayo Ax.d  Ax.G 


228. alAf) = c® X. Krz r-XY= ki 0x 0x _ ı) XY, 


Wird diese Gleichung mit a vervielfacht, so erhalten wir 





AX.d Ay.d eo ® \r.o Ax.0 Ay.d 
2XY — (e®® .edr _ ı)scAr) (ee. _ı)(e® er —ı)XY 
Ax.d be: 0 
- Ü e; >). zT. 
Eben so 
AX.O Ay.d 3 


„iY= (ee —ı) ÄY 


u. 8 W., und hieraus allgemein 


329, "XxXY= (e ey; 
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Auf dieselbe Weise, wie der Unterschied einer zweitheiligen Function 
durch Differenziale dargestellt wurde, wird auch der einer deeitheiligen 
gewonnen. Es ist 

u(XYZ) = NY, A—X,Y,Z, 
oder, wenn die Dilferenziale eingeführt und die Functionen ausgeschieden 


werden 
’ Ax.d Ay.d 42.0 


— 


s(XYZ) = # 0x 60 .e® _1)XYZ. 
Der nämliche Gang, der zum ten Unterschiede einer zweitheiligen Func- 


tion führte, führt zum zten einer dreitheiligen und es wird: 
Ax.O Ay.d Az.d m 


330. ar (XYZ) = (ee 07 ,e® Ber AXÄYZ, 
Eben so für den nten Unterschied einer Function, die aus jeder beliebi- 
gen Anzahl Factoren besteht: 








Ax.d  Ay.d  Az.d 2 
— r +... 
>31. MXFZu)—(e 2 0y 02 N “u 2 
$% 70. 


Die im vorigen $. gewonnenen Darstellungen sind allgemein und 
gelten nicht nur für positive, sondern auch für negative Unterschiede, wie 
aus folgendem hervorgeht. Vervielfachen wir (328.) mit 4", so wird, 
da a! XY=AÄFY ist, 


ax. , Oy.ß 


.- 


X\Y L; 0x Y_ 1a XY, 





und hieraus: 
XY u a > SR 
332. A t au nn EEE, | (. OX e Oy Ar ‚) vy 


AX ( _\ v.o 








e UX ‚e Ccy ee 
Wird diese Gleichung mit A" vervielfacht, so entsteht 


ed A ae 
; 0x e Br 1 1) a!XY 


zu 


at: X r — 


Ax.c Ay -—1 , Am. Ayıd _1 


— (ce .e® —ı) (9.0.9 _ı) zY: 


und hieraus durch Zusammenziehen: 
Ax.6 87.0 —) 
"A — {; en T m 1) Ar. 


Dieser Gang führt zu folgender Darstellung: 











Ax.0 Ayo -r 


33, mxr—(®.#_ı) xr. 


E 
3 
Ye 
4 
A 
x 


Ä 
x 
je 
A 








ee 


ee 


Br 


a"X, = 1.2...mlr ri P_+41,2....m0" 
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Eben so zu folgender: 


Ax.d Ay Ki Are m 


smXYZ — Fa öy " 6 XYZ 
und 


Ax.o | Ay.d, Az.d 


334. are AED... em (= + trat N, XY2. 
$. 71. 


Die in den beiden vorhergehenden $$. gefundenen Gleichungen sind 
nur formell. Um eine entwickelte Darstellung, und zwar für negative 
Unterschiede, zu erhalten, gehen wir von folgender, aus (313.) entnom- 
menen allgemeinen Gleichung aus: 


a E 2; m 2 1 m (m--1) . 
A „ Ap Y, = A, Am Yn = TARA). am! Ya Ur ED A? Apıd 


beschränken uns jedoch auf eine aus zwei Factoren bestehende Function, 
behalten die negativen Unterschiede bei, und führen nur die Darsteliung 
der Unterschiede der Differenziale ein. Zu dem Ende benutzen wir die 
schon $. 63. angegebene Gleichung von folgender Form: 

(Anymtı gmte X, 

2... (m+1) (Cd PSlzE r-- 
Werden hiernach die Ausdrücke zX,, A’A,, a’X,.... entwickelt und 
dann eingeführt, so gewinnen wir 


335. KUH, 
> A 


ae 7 
. Yo42ı... 








& 1.2. “7 Z 


FRE Amy E mc OX) Re A N (ar)?.0®X, Pr 
% u 1.2.(0x)* ENT. 


mmri) u. (AX)?.0°X, (Ax)?.c ar (Ax)%.0* x | 
Bali - ie Ya[12 12.08 2 (dr tt AR 


m(m+i)(m+2) _„_ay | a2 (Ar)°. neR Pr he 
_ 53 A Yr+3] 1.2.3. 7— 1.3.3.08)° +1.2.3.C} 133.4(00)% 


AT ).0°X 


+1.2.3.0: at]. 























Diese Darstellung kann auch nach den Differenzialen geordaet werden. 
Die veränderte Anordnung führt zu folgender Darstellung: 
Orelle's Journal! d. M. Bd. XII. Hit. 4. 45 
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36. str) 


a A 
en N 9. > 





























BR AX.OX, m zu 
he Se ud = Sr Diäten 
a ei „ m{m+1) am? 
12.08) un > A Y,..+1.2.C; En 1 D) 6 
| a . m(m+1) m 
+ 1.2.3.(0.x)? u T“ „+ r1.2.C, 1.2 Y+ 
; m(m+1)(m+2) ym—3 
+1.2.3.C! 73% u PR 
Man erkennt leicht, dafs die Gleichungen (334.) und (335.) mit den Glei- 
chungen (298.) und (299.) übereinstimmen, wenn Aufstufungen für Unter- 
schiede gesetzt werden. 
Aus (335.) gewinnen wir folgende specielle Fälle, wenn m = I | 
gesetzt wird: | 
337. “+... 
Bu "17.5; AN $ 
= X,4 4, 13% a=® p+1 
(Ax)?.0?X,, Lu) A— 
de = 7: he ur 
(Ar)3.03X, . a 2 
+ er + ot) 
(Axr)#0* X ) BR © 5 ER: r le und 
+ 12.34.0070 2 Ya rl Ya 362 N, +24 N, 44) 
wenn m =? gesetzt wird: 
338. A ya X) e, 
82.0X, sy 
=X. er rd . Y4 
(Ax)?.c 3X —; 4 
23 1.2.( ze — 22V + 62 Pop) 
(Ax)3.0?X,, . a 
+2 2,3. Ex 2a "Y,41+184 "Vor 2„— 244° Y,45) 
(Ax)4.0* 4 ) r m} —) ) 
” 1.3.34.(08)% (— 24° Y,41+424 I, —1440°Y,,+1204Y, 1) 
$. 71. 1 
Die Darstellung der Abstufungen, da sie nichts anderes als ver- Ä 
neinte Darstellung der Unterschiede ist, und also nichts Neues bietet, über- . 
gehen wir. ; 








x Mir te en 
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Wir theilen endlich noch einige Bemerkungen über den Zusammen- 
hang der Aufstufungen und Unterschiede mit. Es ist nämlich 
X = XLıX = (1-)X=OX., 
Wird hierzu X, vezählt, so erhalten wir die erste Aufstufung der Func- 
tion X, daher ist 
339. CX, = (I+O)X = (2 4)X. 
Wird durch X gemessen, so folgern sich bieraus die Gleichungen 


{= 1+0, 
340. = Dh 
also auch ö 
9=(—1, 
a—=le—! 


Dies führt zu folgenden Darstellungen: 
341. X = (1+-O”"X = (2+9”X 
= PHP HTTP. }arX, 
342. c”"X= (IFO”"X = (?+4)”X 
X m 4X m{m+1) 4?X 
m I mmt ga pm 


P ‘ m . Y\m m m— r (7 —1) 12 202 
343. a" = (d-Y"X, = PX IR HIV MIX... 


12 











344. a" N =l-YDrKu= XIX... 


Diese Gleichungen gelten nicht nur von einfachen, sondern auch von zu- 
sammengesetzten Functionen, und zeigen, wie die Aufstufungen durch Un- 
terschiede und umgekehrt vorgestellt werden können. 
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25. 
Observatiunculae ad theoriam aequationum pertinentes. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 


Bien 





J. 
Ehe aequationum algebraica poscit, ut, dato numero elementorum, 
singula elementa per functiones eorum symmetricas ope extractionis ra- 
dicum exhibeantur, Quod pro secundi, tertii, quarti gradus aequationibus 
suecedere notum est. Functionum illarum symmetricarum natura cum in 
libris certe elementaribus indicari non soleat, rapide eam exponam. 


Resolutio aequalionum secundi gradus. 


Propositis duobus elementis a, 5, habentur singula per formulam 
a+b /Ifa—b\’ 
2 = vl 2 )|- 


Resolutio aequalionum Tertü gradus. 








Propositis tribus elementis a, b, c, statuamus 
a+rbtc=u, atub+uWc=u‘, a+wb+uc=u", 
designantibus &, «* radices cubicas imaginarias unitatis. Quibus positis, 
singula elementa ope ipsarum u, u’, u” exhibentur per formulas 
ut ut u ute?wW-+ au” uf au’ «: u” 
a 3 bo x EEE 3 2 


3 











> 


Statuamus porro 


v=y(+tyw, u'=yw—yYw), 











erit 
ut u° tu) ("+ au’) (wW + a: u”) 
va —__- = = s 
2 2 
_ aur—u" __ (wW— u)(w — au”) (u — a? u) 
dee: A 2 rt 


Substitutis autem ipsarum u‘, u‘ valoribus supra appositis, cum sit I+a+«’=0, 
habetur 
u’ u’ = 2a—b—.c, u" +au' = W(lc—ea—b), 
u’ + au” = ua?b—e—a), 


ideoque „— Ra-b—o)2b—e—a)(e—a—b) 





2 Mr 





. 

Re aa R* 
. our Ss a 
Dr u er A ee REEL TERN 7 











. ı 
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Porro fit: 
u—u" = (a—u)(b—c), 
u" — u’ = (l— (a —b), 
uW— au‘ = (l—u)(a—c), 
ideoque cum sit 
1—a=ua(a—u), 1 "= —u@—w), w—W"myf—), 
ht 3V —3 
vw= 5 (a—b)(a— 00-0). 
His valoribus substitutis, prodit 


3 
a+b ı 1/{ (2a-b-c) (2b-c-a) (2c-a-b)+3V }-3 [(a-b) (a-c)(b-c)]?| 
PR" +te L 3 y( c c-a) (2c-a + ı-3 [(a-b) (a-c)( I) 











3 
a: sy (2b-c- a) (2c-a-b) —3V |-3 [(a-b) (a-c) s-ort) 


‘) 


Ar 























Pe ae ı 7 == (2b-c-a) (2c-a-b) +3 V\|-3 [(a-b)(a-c) (b-c)]? ') 
=5 5) 
I > 3 Me (2b-c-a) (2c-a-b) —3V |-3 [(a-b) (a-c) (b- N) 
2 9 
— atbte ı -1 2 ae 2a-b-c) (25-c-a) (2c-a-b) +3 V -3 [(a-b)(a-c) 2 
3 2 





-1+V -3 1/((2a-b-c) (2b-c-a) (2c-a-b) —3V -3 [(a-b) (a-c) (b-c)]? 
Ki 6 M 2 ); 
quae sunt expressiones quaesitae. 
Radicalia eubica 
— Y(v+yYw), u" = yY(w—yuw) 


alterum per alterum exhibentur ope formulae 


vu Vwv—u) = aatbb+cc—ab—ac—bce = rer re 


2 
Bi |, ER. EI Nm Po FR z T Ka Da-j-gR. 1 








Resolutio aequalionum quarti gradus. 


Propositis quatuor elementis a, 5, c, d, statuamus 
atb-c+d=u, e$b—c—d=u‘, 


a—b+e—d=uN, a—b—c+d=u", 


unde 
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_ utrwW tu’ u” y. + u’ — u — u 








== ri j = 7 i 
u— u + u — u" u— u — u + u! 
e= 7 e d == 7 g 
Statuamus in formulis, quas de resolutione aequationum tertii gradus pro- 


RR? | ddl „‚Uiil 


posuimus, loco 2, b, c aniitafes u’u, u’u”, u" u", unde fit 
2v = (2 u Wu u’ — u u) (ut u — u — u) (ut tu — u u’), 
YVYuw=3V —5 (u wW— u u”) (WW u" ww") (ut u — wu), 
Habetur autem 
u" u’ — u’ u” (u + u” )(u' — u" ) 
(w’ + er (w’ u‘) 
(u" u‘) (Um u‘) 


4a—d)(b—c), 
4a —ce)(b—d), 
4(a—b)(c—d); 


u’ u! — u’ u 


Na 
I 


u u — u’ u 
porro fit 
Qu u! — u’ u" — u'u‘ S(ab+ced)— 4(ac+bd) —4(ad-+be), 


ut u — u u" — u u" —= a: LE En +cd), 
tt u ut - ut u" — SS (ad + be) —4: ab+ced)— 4 (actbd). 


Statuamus insuper 
ss == wutu u" tu” u", 
Ouibus omnibus collectis, atque formulis de resolutione aequationum tertii 
gradus antecedentibus traditis in auxilium vocatis, invenitur, rurus posito 
—1+V-—3 en —1—V-—-3 


6 = nenn eo) ’ A > 


- A 


s /(v /w) 7 Y—yw) on 2 WR 
au +yleFerrrt u—yu )+V steyiv it vo— Yu) 
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I) 
dc = PR | m hie med nn} * V( Tere tete ne) 
/ sta’ Yo+Yyw)teyw—yw) 


76 ; ) 
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ubi habetur: 


u=atb+tc+td, 
s = (a+b- ed +l@—b+c td +ab—c—ad)‘ 

—= (a —bV’ + (a — ce’ + — AN’ Hb— ce’ +kb— AH —d), 
v = IZI[Kadb +ed)—(ac +bd)—(ad+be)] 


[ae +bd)— (ad be )—(ab+cd)] 

(ad +bce)—(ac Hbd)—(ad-+br)], 
w = — 3[I (a —b)(a — ec) (a — d)\b— ce), —ıd)(le— d)N. 
Quae expressiones cum omnes sint ipsorum a, db, c, d iunctiones symme- 
tricae, proposito satisfactum est. 


Observo porro, haberi in antecedentibus : 
3 3 i 
v(v+tyw).y(v—-yYw) = y(vv—w) 
y'” D- y'° 4 N a u 
= S[(a-5)°(c-d)’+(a—0) (b-AY’+a-d)b-c)]; 


ı2 FT Ya EEE y't: 


Il 


porro 
vI[s +y(v Fyw)+y(v-Yw)] .VY[ste Yo+Yw)+ta? Y(v-Yw)] ‚Yis+ta* Y(v+ yw)+« y (v-Yw)] 
= v[s’+ 2v-3sy(vwv-w)] — uu' u" = (a+b-c-d) (a+c-b-d) (a+d-b-c). 

Quae expressiones cum respectu elementorum a, b, c, d sint symmetricae, 
videmus, e duobus radicalibus cubicis alterum per alterım dari, e tribus 
radicalibus quadratieis, quae per u‘, u‘, u‘ designavimus, unum per duo 
reliqua determinari. Cuius observationis beneficio fit, ut per tantam radi- 
calium ambiguitatem non maior quam quatuor quantitatum diversarum 


numerus repraesentetur. 


il. 


Considerationes generales. 


Si accuratius examinamus, «quomodo antecedentibus compositae 
sint expressiones, quibus quatuor elementa repraesentantur, videmus, pri- 
mum e functione symmetrica elementorum extrahi radicem quadraticam, 
qua iuncta alteri functioni symmetricae, extrahi radicem cubicam; hanc 
alteri simili radiei eubicae iungi et tertiae functioni symmetricae, quo facto 
rursus extrahi radiceem quadraticam, et tribus eiusmodi radicibus quadra- 
ticis simili modo formatis atque nova functione symmetrica omnia «uatuor 
elementa exhiberi. Quae radicum extractiones non nisi indicari possunt, 
si quantitates sub radicalibus exprimuntur per co&flicientes aequationis 
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quarti gradus, cuius elementa illa radices sunt; si vero quanfitates sub 
radicalibus per ipsa elementa, uti fecimus, exhibentur, videmus, ipsas ex- 
tractiones praestari posse omnes, iisque varias determinari functiones in- 
symmetricas elementorum, donec ad ipsa tandem singula elementa per- 
veniatur. 

Initium videmus in his quaestionibus faciendum esse ab investiganda 
funetione insymmetrica, cuius certa potestas symmetrica fiat. Neque 
enim aliter per solas radicum extractiones a functionibus symmetricis ad 
insymmetricas pervenire licet. Kiusmodi autem rulla alia datur functio 
nisi productum e differentiis elementorum conflatum, quod permutatis ele- 
mentis duos valores sibi oppositos induere potest, et cuius quadratum func- 
tio symmetrica est. Quod igitur quadratum in omnibus solutionibus, an- 
tecedentibus traditis, sub ultimo radicali inveniri debet et invenitur, neque 
joitur radicale ultimum aliud esse potest nisi quadraticum. Idem etiam 
consideratione sequente patet. 

Statuamus enim, coelficientes aequationis esse functiones quantitatis 
alicuius /, atque radicem x vocemus; aequationem hanc in modum pro- 
ponere licet: 

E(x,t) = 0. 
Unde diflerentiale radieis secundum # sumtum, adhibita Lagrangiana nota- 
tione, invenimus, ; 

E Ft) 

ed Pi 
Hine sequitur, si aequatio proposita duas habeat radices inter se aequales, 


N 
* . U * [2 - ng . 
easque pro x eligamus, abire 5 u infinitum. Nam pro valore illa de- 


nominator (x) evanescit. $8i igitur x per ? ope radicalium exhiberi 
potest, expressio ita comparata esse debet, ut differentiatione denomina- 
torem nanciscatur, qui evanescit, quoties duae radices inter se aequales 
fiunt, qui jgitur alius esse non potest, nisi quadratum illud producti e die 
ferentiis omnium radicum aequationis conflati. Quod igitur quadratum in 
expressionibus illis sub radicali inveniri debet neque aliis quantitatibus 
additione iunctum, sive sub ultimo radicali, sicuti etiam in resolutionibus 
algebraicis aequationum secundi, tertii, quarti gradus vidimus. 

Saepius observatum est, si datur resolutio algebraica generalis aequa- 
tionis 2" gradus, inter cuius radices certae relationes locum non habent, 
expressionem radicis tot radicalia necessario implicare, ut etiam inferiorum 
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sraduum aequationum solutiones algebraicas continere possit. Unde facile 
coniicis, numerum dimensionum, ad quam expressio sub ultimo radicali 
ascendit, minorem esse non posse, quam numerum minimum, qui per 
omnes numeros 2, 3, #, ...., 2 dividatur. Qui pro 2=2, 3, 4, fit 
2, 6, 12. Et idem casibus illis est numerus dimensionum quadrati pro- 
ducti illius e differentiis radieum aequationis conflati, quod sub ultimo radi- 
cali inveniebatur. Sed pro 2=5 fit minimus ille numerus, qui per 2, 3, 
4, 5 dividatur, = 060, dum numerus dimensionum quadrati illius tantıum 
ad 20 sive generaliter ad numerum 2(2—1) ascendit. Nec non pro altio- 
ribus ipsius  valoribus consensus ille plane delicit. 


Observalio de aequatione sezli gradus, ad quam aequationes quinti 
gradus revocari possunt. 


Sint elementa quinque proposita x,, ©, &;, X, &;, ac designemus 


per symbolum 
(12345), 


functionem elementorum rationalem, quae et immutata manet, si elementa 
Ks Kıy X, Ks X, eodem ordine, quo ea exbibemus, commutamus re-= 


spective cum his 

Kg Vz, Kıy X; Kıy 
et cum his 
| X;y Tıy Xıs X;, Kze 
Statuamus porro 


demonstravit olim ill. Lagrange, expressionem y’ permutatione elemen- 
torum X%ı5 X, X, X, X, mon plures quam sex valores diversos induere 
posse, ita ut, data aequatione quinti gradus, cuius radices sint x,, ©, X,, 
%;, Xs, Expressio y’ sit radix datae aequationis sexti gradus. Statuamus 

(12345) — (13524) = yı 

(12453) — (14325) = y: 

(12534) — (15423) = y; 

(15243) — 1354) = y, 

(14235) — (12543) = y; 

(13254) — (12435) = y; 
erunt Yi» Yı> Y3> Yis Ys> Yo radices aequationes illius sexti gradus. Sed 
credo, nondum observatum esse, ipsas quoque Yı, Yas Yas Yıs Yss Yo 
esse radices datae aequationis sexti gradus, quamquam coefficientes eius 

Crelle's Journal d. M. Bd. XIIL Fift.4. 46 


346 25. C. G. J. Jacobi, observaliunculae ad theoriam aequationum pertinentes. 


non omnes sint functiones symmetricae elementorum &,, X, X, Xu, Ks, 
neque igitur per co&fficientes datae aequationis quinti gradus rationaliter 
exhiberi possint. Examinando enim mutationes, quas expressiones Yı, Yı> 
Yıs Yas Ys> Ys Ppermutatione elementorum &,, X, X, X, &; subeant, in- 
venimus omnes simul aut alias in alias abire, aut in valores oppositos. 
Unde ipsorum Yı, Yas Y35 Yas Yss Yo functio symmetrica homogenea, Si 
paris ordinis est, etiam respectu ipsorum X, &%5, X35 X, X, symmetrica 
erit; si vero imparis ordinis est, permutatione elementorum x, &3> 
%;, X, X, alias non subire potest mutationes, nisi quod signum mutet. 
Quod locum habere generaliter invenimus, si bina elementorum x,, X, 
X, X4, X, permutamus. Facile autem patet, eiusmodi functionem ele- 
mentorum &,, X2, X3, X, X;, quae binis permutatis signum mutet neque 
allam mutationem subeat, aliam esse non posse, nisi productum ex omni- 
bus differentiis elementorum, multiplicatum per functionem eorum sym- 
metricam. Cuius producti quadratum cum functio symmetrica sit ideoque 
pro noto habeatur, videmus, functiones symmetricas ipsorum Yıy Yıs Ya» 
Yır Ys» Y; Omnes et ipsas pro datis haberi posse. Videlicet si aequatio 
sexti gradus, cuius radices sint Yı, Yay Ya> Yas Yss Yo, Statuatur 

y-aytay—sy+ay—0y+%= 0, 
co@fficientes @,, @,;, @, rationaliter exhiberi possunt per cocfficientes datae 
aequationis quinti gradus, coefficientes autem @,, @;, @, erunt expressio- 
nes rationales co@llicientium aequationis quinti gradus, multiplicatae per 
radicem quadraticam y’&, siquidem 
a = |(#,-82) (#0,-85) (0,204) (01-05) (air) (Kerr) (ar-z) ar) (w-r) es) 
Functio simplieissima, quae proprietatibus expressionis symbolicae (12345) 
supra assignatis gaudet, est haec: 

+ 0, Fr; +8,81, 

pro qua aequationis sexti gradus radices habentur, 
YM=H2 txt 0,0; +2,05 050 — az 00, — RK 
Y=X, 0m +00, + 80,0 + 8,0; + a — ar — 03 — CH HR — 5 Kr 
y=rm+20%4+ 80 +00 + 2,0 — ar — 0, — 0 00 — KK 
Y=XXstRX;0 + x, 0, + 2,0; + 2, 0 — EI 00 — Kr Kr 
Y=xr,%, +%,0%: + 290, +03, 0,4+ 2,0, — 0, m I 0 — 0, — LK — %3%, 





YV=RrRXtR00, + 0,0; + 050, + RR — Ka 0 — U — Rz — Kr 
Quae expressiones cum respectu elementorum &,, X25 X, X, %; tantum 
ad secundam dimensionem ascendunt, co&fficientes «@,, Q;, 2, erunt secun- 
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dae, sextae, decimae dimensionis. Quarum expressiones cum ex observa- 
tione antea facta productum ex ommnibus differentiis elementorum x,, x:, 
X, X, &%; tamquam factorem contineant, quod ad decimam dimensionem 
ascendit, fieri debet 

a, =0, a, =0(, a, = my%, 
designante 2 numerum. Et calculo facto invenitur 
0; = 3Xx,-002) (01-03) (0-3) (ars) (0-5) (ar-ar,) (rr)armr)lareir;) (rar), 
ideoque n = 32. Unde aequatio sexti gradus formam induit: 

y+taoy+auy’+o = 32ya.y 
Si aequatio quinti gradus proposita est: 
x —Asc°+Bbz’—CX + De—E = 0, 


facıle invenitur 
a, = 6GR—16AC+40D. 


Valores ipsorum @,, @, paullo ampliores calculos poscunt. Valorem ipsius 
a, per 4, B, C, D, E, expressum, tradidit ill. Lagrange in theoria aequa- 
tionum, e Meditationibus Algebraicis celeberrimi WWaring desceriptum. 


II. 
Ludierum de resolutione algebraica aequationum 
quinli gradus. 
Olim, ut fit, cum puer studiosus in tentanda resolutione algebraica 
aequationum quinti gradus desudarem, aequationem generalem 
—lWyf’z=p 
ad aliam decimi gradus revocavi, cuius resolutio algebraica contigit, duo- 
rum tantum coöfficientium signis mutatis. Rem inutilem, sed curiosam, 
paucis referam. 
Posito e=y-+-:, cum sit 
e—10y’.x = y+r+5yzs(y’+?), 
hanc aequationem cum proposita comparavi, unde 
yz=4, yHtrrsdysftz)=m 


+tseytseyrtf=ry- 
Qua aequatione decimi gradus resoluta, etiam proposita quinti gradus re- 


soluta est. 
Facile mihi credis, illam quidem aequationem decimi gradus alge- 


braice resolvi non posse, sed huius alius: 


ideoque 


46 * 


348 25. C. G. J. Jacobi, observatiunculae ad theoriam aequalionum pertinentes. 


- 3 ve 42 Bias 
v-yy’—ytrt=py,; 

quae duorum tantum co@fficientium signis ab illa discrepat, hanc inveni 

radicem algebraicam: 


5 (e+Y 48809) 4 A Ye=Ve’— ee, 








re 
J 


Ver) ee] =; 








IV. 


De numero radicum realium, quae inter datos limites 
contlinentur. 


Cartesius olim regulam dedit, qua, data aequatione algebraica, 
e signis cocfficientium eius limites cognoscuntur, quos numerus radicum 
positivarum et numerus radicum negativarum suparare non potest. Eius- 
modi limites assignavit Cl. Fourier pro radicibus realibus, quae inter datas 
quantitates reales quaslibet @ et 5 continentur. Sed idem observo :e re- 


gula Cartesiona peti potuisse. Sit enim x radix aequationis propositae, 
statuatur 
b—x 





Bee cz—a? 


erit y radix aequationis eiusdem ordinis, quae tot habet radices positivas, 
quot valores ipsius x inter @ et 5 positae sunt. Unde regula Cartesian« 
adhibita ad acquationem transformatam, notus erit limes numeri radicum 
aequationis propositae, quae inter @ et 5 continentur. Res adeo hio per 
signa unius seriei 2-+1 quantitatum transigitur, si 2 gradus aequationis, 
dum Cl. Fourier eiusmodi series duas adhibet. Sed regula a viro illustri 
prodita et multis aliis nominibus et calculo expedito praestat. 


Kadem observatione regula celeberrima Sturmiana, qua numerus 
accuratus definitur radicum, quae inter datos limites continentur, ad casum 


cum revocari potest, quo numerus radicum aut positivarum auf negativa- 
rum quaeritur. 
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v. 
Quomodo regula Bernouilliana ad investigandas radices, 
quae mazimam aut minimam sequuntur, extendi potest. 


Sit X ipsius x data functio quaelibet rationalis integra 2" ordinis, 
sit P functio eius alia quaelibet rationalis integra minoris ordinis; evolva- 


= ee . ie 
tur fractio — ad descendentes potestates ipsius x, cuius evolutionis ter- 


mini se excipientes sint 





Pm—ı _j _Pm 
Ic” scrnt1? 
docuit olim Daniel Bernouilli, quotientem Fe convergere ad valorem ra- 
dicis absolute maximae aequationis 
= 0 
Si fractio . ad potestates ascendentes ipsius x evolvitur, cuius evolutionis 


termini duo se excipientes sint 
1 
Im” + Im+ı ar ’ 


= ad valorem radicis absolute minimae converget. Causa regu- 
m-+1 


lae nota haec est, quod in expressione generali ipsius p,,, 
Pm = Gi + G27 +6,25 ....+0,8%, 
in qua X, Xa5 +++, 2, Sumt radices aequationis propositae, C,, Cry... ©, 





quoties 


constantes seu quantitates ab exponente 2 non pendentes, prae uno ter- 
mino in 72'*" potestatem radieis maximae ducto negligi possint reliqui om- 
nes, siquidem numerus 72 satis magnus statuitur. Simile de radice mini- 
ma investiganda valet. 

Statuamus radices, secundum magnitudinem ebsolutarn dispositas, esse 

ig Kay Hy core ey Zn 

ita ut x, sit maxima, x, minima. ZRadices imaginarias secundum earum 
modulum aestimamus, sive si radıx imaginaria r(cos® + y—1.sin®), 
designantibus 7, 9 quantitates reales, secundum quantitatem r. Regula 
de investiganda radice maxima proposita delieit, si duae radices maximae 
inter se aequales adsunt, vel quoties radices duae maximae imaginariae 
sunt, si utrique idem modules est. Eo casu regula antecedens ita ampli- 
ficanda est, ut simul duae radices maximae investigentur. Quod ipse iam 
Eulerus fecit pro casu, quo duae radiees maximae sunt imaginariae formae 
r(cos® + y —1.sin®). r(cosP?—y—1.sin9), in Cap. XVIL Vol.1. 7r- 
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troduetionis. Paucis demonstrabo sequentibus, quomodo iisdem prineipiis 
indagetur aequatio 4" ordinis, cuius & radices totidem radiecibus maximis 


aequationis propositae proxime aequales sunt. Quam amplificationem Cl. 
Fourier in introductione operis de aequationibus indicavit. 


In expressione generali ipsius p„ prae terminis ductis in # radices 
maximas, ad 7n2'"" dignitatem elatas, negligimus reliquos terminos omnes; 
quod eo maiore iure licet, quo maior numerus 2. Hinc statuimus proxime: 


Pmn = Ga +Gaxr....+ 08% 
seu posito 


GT = D,, 0,7 ums D,, .r..9 Car x, a B;, 
statuimus proxime: 


Pm Gi B, --B, ...+DB,; 
pa = Ba +Ba;....+Bıeı 
Pm+2 = DB, +B,#3....+B,aj 


k k f 
Prn+r = Bixı + Bw ....+Bıxi. 
Ponamus 


(x) 00). ln) = + Act + An... +4, 
«uam expressionem evanescere patet, si loco x ponuntur Äk valores x,, 
Kay rer; Xi ÜUnde ex aequationibus antecedentibus sequitur haec: 

0= Prm+k + A Pm+k-ı + Ar pm ...t A,Pm» 
In qua, si loco 2 ponimus n+1, m-+?, etc., habemus sequens aequa- 
tionum systema: 
O ac +As" +42" ..+4 
= Pra+k + A Put + Ar Pati 0 tr AP 
0 Pr+l+1 + A, Prm+k +4: Prti ++» +4; Pr+i 
0 Pr+i+2 PA Pmti4 FÄA2Pmrr +7: 4 Ar pm 


| 


. ” “ . Eu . - . . * Eu . B “ * - . 


Ü u Pr+2I-1 + A, Prm+2I-r + A, Prm+2k-3 er. + A, Pt) 


De quibus aequationibus, quarum numerus Ä-+1, eliminatis # quan- 
titatibus A, Äas ++ ++, Zr, prodit aequatio huiusmodi: 
Px*+Px"+P,x”....+PR=0, 
in qwaP, P,, P,, «..., P; per terminos Pys Pnti3 *** +3 Pm+2i-ı EXPressaec 
sunt, et cuius radices aequationis propositae X=0, * radıcibus maximis 
proxime aequales sunt. 
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Sit =, habetur 


0=x +Axr +4, 
0 = Pn+2 + A Pm+ı #Ä2Pm 
0= Pn+3 # ÄıPnz2 + ÄrPmtıs 


unde eliminatis 4/,, f,, habentur x,, x, proxime aequales radieibus aequa- 
tionis quadraticae: 
m+1 — Pr Pn+2) 2° (Pr Pn43 — Prn+1Pm42)C H Pt? — Pt Pm43 = 0; 
sicuti notum est, et cum Euler: formulis convenit. 
Sit 4=3, habes 

0) > +Ax +Ax +4, 
Pm-+3 +4, Pm+1 +4 Pm+i + A;Pm 
Pm+ t AıPpın43 + Ä2Pn42 + As Paz 
= Part A Ppmr + ÄArPıny3s + Ss Pn+23 
unde eliminatis A,, A,, 4, provenit: 

Px+-P,x®+-P,xe+P; = 0, 


Im 


ooO%2 


posito: 


3 2 2 
Pm+? + Pra+i Pm+4 + Pm Pm+3 —? Pm+i Pm-F2 Pm+3 gr Pmn Pm+2 Pmn+4 


P, = Pt Pm43 FPmzı Pm+2 Pm+sFPm Pn+Pm+5""Pra+2 Pa+3"Pn+i Pn+5 PmnPm+3 Pn+% 
— y 2 2 

P; ans Pm Prn+: Prn+: Pn+3 + Panz+ı Pm+2 Pm+5"Pm+2 Pmn+4"Pm Pm+3 Pn+5 Pm-+i Pm+3 Prn+4 
Te 3 7 2 

P, — I Pt? Pm+3Pm+4 + Prm+1Pın+3 Pm+5 —" Prn+3 — Pnn+ Pm+5” Pm-+i Pra+i . 


Methodus Clarissimi Daniel Bernoulli nititur prineipio, quod seriei recur- 
rentis termini ab initio 'satis remoti ut termini seriei geometricae spectari 
possint. Metbodus antecedentibus amplificata tantum supponit, terminos 
seriei recurrentis ab initio satis remotos proxime aequales esse terminis 
alius seriei recurrentis, cuius scala e minore terminorum numero constat. 
Quam igitur sealam, ideoque etiam aequationem, cuius radices radicibus 
maximis aequationis propositae proxime aequales sunt, eruere licet etiam 
per methodum, quam olim pro investiganda lege serierum recurrentium 
proposuit ill. Zagrange in commentatione: 

Recherches sur la maniere de former des tables des planetes d’apres 

les seules observations. 
Videlicet, si seriem recurrentem, cuius scala 2-1 terminis constat, inde 
a termino >, convenire statuimus cum alia, cuius scala tantum 4 -+-1 ter- 
minis constat, ponamus 

2 2-1 


Pnt Prn+Y FPmt2Y re Fr Pnyrıy m 55 


sit porro 
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4 = (u +5 ‚2 ’ 
 EHTAITT ' 

1 

% = %+by+y’s, 
1 

Ss. . 3, +by+Yy’s, 
_- ENTE: 24, | 
s—1 Yy k* 


Seriem s, continnemus usque ad potestatem y**°,; seriem 's; usque ad 
potestatem 7’, et ita porro, donec series s; plane reiiciatur; * Tum si 


fractionem continuam 
4 


a,+bı77 





y 


B 0 
a,+ 2) rk 








+ 
P a, +b, y 
in fractionem vulgarem commufa 9; atque in denominatore status v—= 
: erit 
a? u 0. == 0 


aequatio quaesita, cuius radices x = — aequationis propositae X =0, k ra- 
dieibus maioribus proxime aequales sunt. Sed observo, hanc methodum 
znulto prolixiorem esse, quam eam eliminationis, quam supra proposui: nam 
in calculanda fractione 7) in expressiones valde complicatas incidis, qua- 
rum termini plurimi in fine caleuli se mutuo destruunt, dum per elimina- 
tionem statim ad expressiones simplices pervenis. 

Prorsus eadem ratione aequationis propositae radices minimas in- 
vestigare licet; quod problema posito = — etiam ad antecedens revo- 
catur; nam aequationis transformatae radices maximae sunt 'valores reci- 
proci radicum minimarum aequationis propositae. Hinc si methodo Ber- 
nouilliana antecedentibus amplificata aequationis propositae radices omnes 
indagare placet, duae primum investigandae sunt aequationes, quaruma altera 
ax maximas, altera a—# minimas radices exhibet; et si k aut z— k maio- 
res adhuc numeri sunt, quam ut per methodos rigorosas solutio praestet, 
singulas aequationes rursus eodem modo tractare licet atque propositam, 
donec tandem ad singulas radiees aequationis propositac, sive ad aequa- 
tionis gradum satis depressum pervenias. 

D. 9. Dec. 1834. 
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26. 
De usu theoriae integralium ellipticorum et integralium 


Abelıanorum in analysı Diophantea. 
(Auct. C. @. J. Jacobi, prof. ord. math, Regiom.) 





Iilustris Academia Petropolitana ante hos quatuor annos commentationes 
posthumus VV. Cll. Euler, Schubert, Fu/s, quae nondum lucem viderant, 
in unum volumen collegit — nam quadragesimo anno post Euleri mor- 
tem eius adhuc quatuordecim commentationes publicandae restabant. In 
quo volumine pluribus commentationibus Eulerus tractat problema et quası 
ad perfectionem ducit, quod diversis temporibus varia eius tentamina pro- 
vocaverat, videlicet 
„dato numero rationali x, qui expressionem y (a-+Hbx+cx’+dx’+ex*) 
et ipsam rationalem reddit, alios eiusmodi innumeros valores ipsius 
x detegendi.' 
{nu quibus commentationibus non adnotavit vir — quod bene est supplere 
— analysin solutionis ab eo traditae aliam non esse nisi multiplicationis 


integralium ellipticorum — quamqımam utriusque analysis autorem consen- 
sum illum memorabilem non fugisse, probabile est. 


b) ui l 
Statuamus f(x) = a +br +cr’+dx’+ex‘, Ile) = i Tat docet 


Eulerienum theorema de additione integralium ellipticorum, 

I. ,‚proposita aequatione transcendenti H(z)=Il(x)+!I(y), simul et 
ipsum z et ipsum yYL[/(z)] retionaliter exhiberi per x, y, vIf®)]; 
vll 

Unde sequitur theorema: 
II. „proposita aequatione Il(y) = zIl(x), ubi 2 numerus integer, simul 


et ipsum y et ipsum Y'[f(y)] per x, v [f(&)] rationaliter eshiberi,” 
vel generalius 


Ill. ‚‚proposita aequatione 
(x) = m,Il(&,)+ m,1(x;)....-+7,H(z,); 
ubi 72,5 5 »..., 72, sunt numeri integri quilibet positivi vel ne- 
gativi, simul et ipsum x et radicale Y[f(x)] per 215 &25 ++. :, &, 


et radicalia VL) VID] - +5 VLf(®n)] rationaliter exprimi.” 
Crelte’s Journal d. M. Bd, XIII. Hft. 4 4% 
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Patet iam e theoremate II., si pro dato ipsius x uno valore ratio- 
nali etiam Y|[/(x)] rationale fiat, inde per analysin multiplicationis integra- 
lium ellipticorum innumeros alios valores rationales y deduci posse, qui 
et ipsum y [/(y)] rationale reddant: Valores enim omnes y, qui aequa- 
tioni Il(y)=nll() satisfaciunt, in qua = datum valorem designat, et r 
numerum «quemlibet integrum, e theoremate assignato proposito satisfaciunt. 
Ac reapse Euler: Analysis, qua utitur in volumine citato ( Md&moires 
postlsumes de L. Euler, F. 7. Schubert et N. Fu/s ci-devant membres 
de lacad@mie imp£riale des sciences de St. Petersbourg) ad solvendum 
problema Diophanteum, prorsus eadem est atque ea, quam in Institutio- 
nibus Calculi Integralis aliisque locis ad aequationem transcendentem Il(y) 
— nIl(x) algebraice solvendam proposuit. 

Patet porro e theoremate III., datis duobus valoribus rationalibus 
%,, X, pro quibus etiam Y[/(zı)]»; VIf(®)] rationalia fiant, si neuter 
modo antecedentibus exposito ex altero derivari potest, praeter valores 
novos per methodum antecedentem ex iis deductos innumeros alios x, qui 
proposito satisfaciant, dari per aequationem 

Il) = m, ll(&) +m,1l(z;), 
in quibus 772,, 77, numeros quoslibet integros positivos vel negativos desig- 
nant; et ita porro pro novis valoribus e tribus, quatuor, etc. datis de- 
rivandis. 

Exceptionum casus proveniunt, si pro dato valore « fit Il(«) pars 
aliquota indicis; siquidem ea, quae in commentationibus nostris de indici- 
bus functionum ellipticarum proposuimus, ad formam generaliorem inte- 
gralis Il(x), qualem hie consideramus, extendis. 

Si vero quaeris, quaenam e theoremate Abeliano, mira illa theo- 
rematis Euleriani amplifieatione, in artem Diophanteam incrementa redun- 
dent, facile e thoremate illo rite examinato hanc deducis propositionem: 

„designante f(x) functionem ipsius x rationalem integram quinti aut 
sexti ordinis, si datur unus valor ipsius x rationalis, pro quo etiam 
v[/(z)] rationale fiat, dantur innumeri ipsius x valores formae 
a-tbyc, in qua a, 5, c quantitates rationales, pro quibus etiarm 
vI/(z)] eandem formam induit «’—+b5’yc, ubi rursus e’, b’ rationales;” 
ac generaliorem: 
„designante f(x) functionem ipsius z rationalem integram (?r +1) 
aut (22-2) ordinis, si datur valor ipsius = rationalis, pro quo 
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etiam Y[/(®)] rationale fiat, dantur innumerae aequationes n' gra- 
dus, quarum coefficientes numeri rationales sunt, ita comparatae, ut 
designante x earum radicem quamlibet, radicale Y[/(z)] per ipsam 
radicem z et numeros rationales rationaliter exhiberi «meat.” 

Multo vero generaliora adhuc, si loco Y[/(z)] radicem ullius aequa- 


tionis algebraicae consideras, quarum co@fficientes sunt dati numeri ratio- 
nales, e theorematis Abelianis petere licet, quae de integralibus functionum 
algebraicarum «uarumcunque proposita sunt. 


Nec non monere iuvat, cum ex antecedentibus FEuleri de dicto 


problemate Diophantea scripta etiam ad analysin funetionum ellipticarum 
pertineant, Calculi integralis amatores ea non sine fructu perlegere. 


Regiom. 20 Dec. 1834. 
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27. 
Ein neuer Satz über die Primzahlen. 


(Von dem Herrn Prof. der Math. Dr. Steiner, an der Universität zu Berlio.) 





1, Der Satz, welcher hier bewiesen werden soll, lautet wie folgt: 

„Hat man irgend eine Primzahl p und p—1 beliebige 
andere Zahlen, welche durch p nicht theilbar sind, sondern 
nach irgend einer Ordnung die verschiedenen Reste 1, 2, 
3, 2..., 2—1 geben, oder auch, was im Grunde auf dasselbe 
hinauskommt, nach irgend einer Ordnung genommen, diese 
Reste selbst sind, und man combinirt von diesen Zahlen 
irgend eine Anzahl 2 zur p—n‘“ Classe mit Wiederholung 
aber ohne Versetzung und multiplieirt die Zahlen jeder Com- 
plexion in einander: so ist die Summe aller dieser Producte 
immer durch p theilbar, die Zahl z mag sein, von 2 bis p—1 
inclusive, welche man will.’ 

Beweis. Wird jeder Theil der identischen Gleichung 

= (2 —a)+a 

mit x multiplicirt, nämlich der Theil links mit x, das erste Glied rechts 
mit (—0a,)+ 0, und das zweite mit (@—a,)-Fe,, so erhält man, nach 
gehöriger Ordnung: 


= = (.— 0) —0)+a|(@a— a) teie 
Q; 


Werden die Glieder der letzten Gleichung ähnlicher Weise beziehlich mit 
z = (r—a)+o = (2—0n)+% = (—a,)+ 0, 
multiplicirt, so kommt: 





2 = (2 — a) — a) 2%) Fale—a)a—n) +0 \z—a)+®i. 
Q, 0.0, 
Q; 0; 








Gleicherweise gelangt man zu der Gleichung: 








xt = (x-a,)(x-a,)(x-a,)(x-a,)+ a, (x-a,)(x-,)(x-a,)+ a; (»-a,)(x-a,)+ a, (x-a,)tao} ’ 
a, a,+Q, al.a,| 
a, a,:Q, a,.0, 
a,l a; a, 
a,.@, 
o; 
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und, durch Wiederholung desselben Verfahrens, zu der allgemeinen Gleichung: 








a! nr (K—A) 2 —0;,) ...o (a On) -H 7 (x— 4) (x ER .}; a (T— tn) 
di 
“ 2 
am 
+ a] (2— a) 0) a) ten. ar? (x—a)taol", 
a Q, re, 
’pR Qz aut, 05 
Q.Q,— ar” 
a? 
&,.Q; 
a 





oder, in einfachen Zeiehen: 

EEE FAR FARBEN FE FL. 
Das Gesetz, wonach die Glieder dieser Gleichung gebildet werden, fällt 
in die Augen, Nämlich der Coefficient 4, des zweiten Gliedes rechts ist 
die Summe der Zahlen «@,, @,, Q35 «+... @,.ı; der Coefficient 4, des drit- 
ten Gliedes ist die Summe der Producte, die entstehen, wenn man die 
p—? Zahlen a,, @&, Q;y «... Qu, mit Wiederholung aber ohne Ver- 
setzung, zu zwei combinirt und in einander multiplicirt; u. s. w. 


Wird nun angenommen, p sei irgend eine Primzahl, und die Zah- 
len @,5 @2y @3y +. Q,_, Seien nicht durch p> theilbar, und lassen, durch 
p dividirt, verschiedene Reste, also, nach irgend einer Ordnung genom« 
men, die Reste 1, 2, 3, -...; a—1; und wird ferner auch die willkürliche 
Zahl x als nicht durch p theilbar vorausgesetzt: so ist, wenn man das 
letzte Glied rechts auf die linke Seite bringt, die Differenz 

art — al, 
vermöge des Fermat’schen Satzes, durch p theilbar. Giebt man nun 
dem x für einen Augenblick einen solchen Werth, daß (r—.«;,) durch p 
theilbar wird, so sind alle Glieder rechts, welche («—.a,) zum Factor 
haben, durch p theilbar; daher mufls auch das nunmehrige letzte Glied 
A,.Xı = (A +". Fat... +02) (2 —o,) 
durch p theilbar sein; und zwar muls es nothwendig der erste Factor dieses 
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Gliedes sein, da, vermöge der Voraussetzung, der andere (r—a,), es nicht 
sein kann. 

Bripgt man nun ferner auch dieses letzte Glied 4,_..X, auf die 
linke Seite der Gleichung, : so ist der erste Theil derselben, durch p 
theilbar; und giebt man sodann dem x einen solchen besondern Werth, 
dafs der Factor (x—«,) durch p theilbar wird, so folgt ähnlicherweise, 
wie vorhin, dafs nun auch das gegenwärtige letzte Glied rechts, 4,_,.X, 
durch > theilbar sein muls, und zwar, da von den zwei Factoren (@—a,), 
(x—0,) jetzt keiner durch > theilbar sein kann, dafs sein Coeflicient, nämlich 

A, = +. tar; tal. t+.... +0, + 05, 
durch p theilbar ist. 

Gleicherweise folgert man, dals jeder der übrigen Coefficienten 
A,ıs Apsis ++» fa; 4 durch p theilbar ist; wodurch die Richtigkeit 
des oben stehenden Satzes dargethan wird. 

Um den Satz durch ein Beispiel anschaulich zu machen, sei »y=|17, 
n—13 vwd a, =), %,=4, a,=3, so sind die Zahlen 5, #, 3 zur 7—3 
— 4ten Classe mit Wiederholung aber ohne Versetzung zu combiniren, 
sodann in einander zu multiplieiren und die Producte zu addiren. Dies giebt: 
5'4+5°,4+-5.3+5°.2°+5.4.3+5.3°+5.2+5.2.3+ 9.4.3?--5.3 

+4+2.3+2.3°4+4.3°’+3° 
—= 625 +500+375 +400 + 300 + 225 + 320 + 240 + 180 + 135 + 256 
+192 +144+108 +81 = 4081 = 583.7, 
welches Resultat, wie man sieht, dem obigen Satze genügt. 


2. Aus dem ersten Gliede rechts, in der obigen Gleichung, näm- 
lich aus dem Gliede 
A, = (za) —0m)(7 —0;)....(7—0,_,) 
lassen sich, mit Rücksicht auf den vorstehenden Beweis, leicht zwei au- 
dere, bekannte, Sütze ableiten. Wird nämlich dieses Glied entwickelt, 


so hat man: 





” zn pi __ p—? De 

N. me x a, |” +0 .0 | —....+0.0,.0...0,-; 
Q; e 
. Q 2 Aa 
G,—1 
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wo, wie man sieht, die Coeflicienten X, U, U, ...., A,_, die einfachen 
CGombinationen ohne Wiederholung und ohne Versetzuug der Zahlen «,, 
Q3y ...., Q,_, Zur ersten, zweiten, dritten, .... (»—1)ten Glasse vorstellen. 
Hierdurch läfst sich die obige Gleichung wie folgt umändern: 


(Url, HN, art... + Y,-.-2) 
— 4, Zst AZ AK +. EA 02.2) = 4. +4. 

Wird nun angenommen, x sei durch » theilbar, oder, was dasselbe 
bewirkt, es sei 2=0, so ist der erste Theil der gegenwärtigen Gleichung 
durch > theilbar, (weil jedes Glied in der ersten Klammer den Factor x 
enthält, und die CGoefficienten der Glieder in der zweiten Klammer ein- 
zeln mit > aufgehen, zufolge des obigen Beweises); daher muls auch 
der zweite Theil derselben, d. i. 


%,nt4-, oder a1.0..0.....0,., + or", 
durch p theilbar sein; und da nach dem Fermatischen Satze das eine 
Glied af’, durch p dividirt, den Rest +1 giebt, so muls das andere 
A1:QpQzreeeQpnıy 
durch p dividirt, den Rest p—1, oder —1 geben, oder, in der einfachsten 
Form, es muls 
1.2.3.4....p9 —1)+1 
durch p theilbar sein, d.h., „wird dem Product aus allen Zah- 
len 1, 2, 3, ....; (p—1), welche kleiner als eine gegebene 
Primzahl p sind, 1 zugezählt, so ist dieSumme allemal durch 
p theilbar;” welches der bekannte Wilson’sche Satz ist. 


Werden ferner alle Glieder, welche in der obigen Gleichung auf 


der linken Seite in der zweiten Klammer stehen, nämlich die Glieder 
AK, FRA; tb t + had 


I 
nach Potenzen von x entwickelt, so erhült man ein Aggregat von der 











Form 
Aa + 4.B2? +4. Bla + 4.B|0 + ...+4.B,olc+S, 
A. 4.0, 4,.C, El 
A, A,.D, vi D,- 
d,. 
A, 





wo die Grölsen D,; B;, e..., B,-5 C; Knrsürc+$ D., D,. ».:. 8. We 
kein x enthalten,. sondern nur bestimmte CGombinationen der Zahlen 
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Ay Gag sreın Opa} Ay Ugy rrrıy Aps5 +. Werden diese Werthe in die 
Gleichung 
(UA GE... +4,28) 

— (AA, + 4A, tr A,) = A,1+4-ı 
substituirt, und wird bemerkt, dafs diese Gleichung für jeden Werth, wel- 
chen man dem x beilegen mag, statt finden muß, so folgt, dals die Coef- 
ficienten gleich hoher Potenzen von x einander gleich sein müssen, dals 
also, absolut genommen: 

= As; = A.B+A; = A ,B+4.C04+ 43... 
sein mufs. Da nun, vermöge des obigen Beweises, von den Gröfsen A,, 
Ay, Ay, ...., ÄA,_, jede, einzeln genommen, durch p theilbar ist, so folgt 
aus den letzten Gleichungen, dafs auch jede der Grölsen 

Ur Ar, Ass As or Ann 
durch p theilbar sein mufs. Das heifst: 

„Mat man eine Primzahl p, und p—1 beliebige andere Zablen 
sy @oy Ass #r..y Ani, Welche nicht durch > theilbar sind und auch nicht 
sleiche Reste geben, oder welche, in einfachster Form, die Zahlen 1, 2, 
3, 4, 202.5 (>—1) selbst sind: so ist sowohl die Summe dieser Zahlen N, , 
als die Summe ihrer Producte, wenn sie zu 2, oder 3, oder 4, ...., oder 
p—?R, ohne Wiederholung und ohne Versetzung combinirt werden, d. i. 
Urs YA, Yas +; An. durch p theilbar.” 

Diesen Satz hat bekamntlich Lagrange zuerst bewiesen. 

Ich will noch bemerken, dals die Größe %,;, d.i. die Summe der 
Producte zu dreien, nicht nur durch >, sondern auch allemal durch >? theil- 
bar ist, was leicht zu beweisen ist. Ferner lälst sich beweisen, dafs die 
Summe der Producte aus den Zahlen @,, @,, Q;, ....5 Qnı, Zu 2, oder 3, 
oder 4, ...., mit Wiederholung, aber ohne Versetzung combinirt, stets 
durch p theilbar ist; und dafs dasselbe statt findet, wenn man die zwei- 
ten, oder dritten, oder vierten, .... Potenzen derselben Zahlen auf gleiche 
Weise, oder nach einer der oben angegebenen Arten, combinirt. 

Berlin, im Dec. 1834. 
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28. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen, 





(Von dem Herrn Prof. Dr. Steiner zu Berlin.) 


1. Die Summe aller Brüche von der Form 
1 
a+7 1 
wo sowohl für x als für y jede ganze positive Zahl von 0 an gesetzt wer- 
den muls, jedoch mit der Bedingung, dafs jeder Bruch, welcher mehrmal 
durch diese Form erhalten wird, wie z. B. „;, welcher dreimal sich un- 


ter dieser Form darstellen lälst, nemlich als = 17 —. nur ein- 








mal gerechnet wird, oder, was auch durch die Einschränkung beseitigt 
werden kann: es dürfe 2-+-x keine höhere Potenz (d. i. zweite, dritte, 
vierte u. Ss. w.) von irgend einer Zahl, mithin x nicht 6, 7, 14, 23, 25, 
30, 34, 47, 62, 79 u. s. w. sein, ist —=1, also, in Zeichen: 


1 Se Hat 
+so ts tr2° t127t 777 +: -- In infin. 
2. Die Summe aller negativen Potenzen, von der zweiten an, aller 
ganzen positiven Zahlen von ? an, ist =i, oder in Zeichen: 
1=Z(2+2)" +02 +2)" +32 +2)" +2Z(2 +2)” +.... in infin., 
wo unter jedes Summenzeichen für x alle ganzen positiven Zahlen 0, 1, 
2, 3, 4, .... zu setzen sind. 
Hieraus folgt insbesondere der bekannte Satz: 
„Dafs die negativen zweiten Potenzen aller ganzen po- 
sitiven Zahlen eine convergirende Reihe bilden.” 
Ferner folgt daraus, dafs, da man bekanntlich die Werthe der ein- 
zelnen Summen 
E2 +2), ZRQ2+), Z(2 +2), .... Z2+F)"” 
angeben kann, man auch, wenn gleich nicht die Werthe der einzel- 
nen Summen Z(?+r)°, Z(2+2)°, .... Z(2+x)”", so doch den 
Werth der Summe dieser Summen darstellen kann, indem, zufolge des 
Crelle's Journal d. M. d. XIII. Fit. 4. 48 
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vorstehenden Satzes, 
ZI + HErT HN)" HZ HR)" L.... 
= 1— [ER +)" +ZQR + HERr HF H+....)]. 
3. Durch Verbindung der beiden vorstehenden Sätze (1. und 2.) 
gelangt man zu dem folgenden Satze. 


Die Summe aller Brüche von der Form 
1 


2 +2) [2@ +)’ —1] 
ist gleich der Summe aller Brüche (oder negativen Potenzen) von der Form 
(2 +2)7, 
wo für y jede ganze positive Zahl, von O an, gesetzt werden muls, für x 
aber nur diejenigen ganzen positiven Zahlen, für welche dieSumme ?-+x 
keine (höhere) Potenz von irgend einer Zahl wird (wie oben (1.)), für 
s dagegen alle diejenigen ganzen positiven Zahlen, welche für x ausge- 
schlossen sind, so dafs also die Summe ++ allemal irgend eine höhere 
Potenz sein muls. Unter diesen Bedingungen ist also 


(2 024) e 
an = EHa, 


atsetre tete tsiströr ts +. In infin. 
= st tt Hr tz rt ZH SE + in infin. 
Die vorstehenden drei Sätze lassen sich, unter andern, durch eine 
sanz elementare Betrachtung beweisen. 








oder 


4. Bezeichnet man die Geraden, welche drei feste Puncte 4, B, 
C mit irgend einem vierten Puncte P in ihrer Ebene verbinden, durch 
a,b, c, und die Winkel, die sie mit einander bilden, durch (eb), (ec), 
(bc), so müssen, wenn der Punct P die Eigenschaft haben soll, dafs die 
Summe der xten Potenzen der Geraden «, 5, c ein Minimum, also 
a*—+ b*--c* = minim. 

sei, im Allgemeinen die folgenden zwei Bedingungen statt finden : 

a) a'!.sin(ac) = b*,sin(bc) und 

P) a!.sin(ab) = c”",sin(cb). 
Dieser Satz umfalst insbesondere zwei bekannte Sätze *), die man erhält, 





*) Andrerseits ist er ein besonderer Fall eines mehrfach allgemeinern Satzes, 
welchen ich bei einer andern Gelegenheit beweisen werde. 
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wenn man 

1) x=2 setzt, oder wenn die Summe der Quadrate «@? +5°’-+c° ein 
Minimum sein soll. Für diesen Fall ist P der Schwerpunct des Drei- 
ecks ABC, und man hat, als Bedingungen: 

a.sin(@c) = b.sin(bc) und 
a.sin(ab) = c.sin(cb) 

2) Wenn man x=1 setzt, oder, wenn die Summe der drei Abstände 
@a--b--c ein Minimum, also P der Punct der kleinsten Entfernung 
von den drei festen Puncten 4, B, C sein soll. Für diesen Fall re- 
duciren sich die obigen Bedingungen auf: 

sin (ab) = sin(ac) = sin(be), 


oder auch 
Wink. (ab) = (ac) = (bc). 


9. Wenn man bei dem vorigen Satze (4.) dem Exponenten x alle 
möglichen Werthe giebt, oder wenn man x sich stetig verändern lüfst: 
welches ist alsdann der Ort des Punctes P? und welche eigenthümliche 
Beziehung hat dieser Ort zu den drei festen Puncten 4, 5, U? 


6. Für beliebige Puncte eines Kegelschnitts läfst sich der Krüm- 
mungshalbmesser auf folgende sehr einfache Weise construiren. 

Es sei z. B. eine Ellipse 4CB (Taf. IH. Fig. 5.) gegeben: man 
soll den Krümmungshalbmesser für irgend einen Punct € finden. 

Man ziehe eine Axe AB der Ellipse (gleichviel welche), lege in 
dem Puncte C die Tangente CD, die von der Axe in D begrenzt wird, 
und errichte auf dieselbe in € die Normale CM. Mit der Tangente CD 
beschreibe man um C einen Kreis, welcher die Axe 45 zum zweiten 
male in E schneidet; ziehe die Gerade CE, welche der Ellipse zum zwei- 
ten male in 7° begegnet, errichte auf die Sehne CF, in ihrer Mitte 6, 
die Senkrechte GM: so wird diese die Normale CM im Krümmungs- 
Mittelpuncte M schneiden, so dals MC der verlangte Krümmungs-Halb- 


messer ist. 





Bemerkung zu dem Aufsatze No. 14. dieses Bandes. Das hier 
sefundene Resultat: ‚dafs die geordneten Verbindungen mit Wiederho- 
lungen aus geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen abgeleitet wer- 
den können,” findet sich auch in der „Analysis” von Schweins, vom 
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Jahre 1820, und besonders klar und umfassend hat dieser nämliche aus- 
gezeichnete Combinatoriker denselben Gegenstand in seiner neuern Schrift 
„Gröfsenlehre, systematisch bearbeitet,” Leipzig, bei Leop. Vols, 
1833, behandelt. 











Errata ; 
pour le Memoire de Mr. Liouville sur une formule d’ Analyse insere 5 
dans le tome XII, de ce journal, 4° cahier. 


he) ee) 
Page 273, ligne 5, au lieu de / ‚ lisez iR . 


— 274, — 15: ajoutez dans le second membre de l’@quation le facteur (x-Fnh). & 
— u — 417, au lieu de Jr lisez f . ’ 
— 276, — 21, au lieu de F(r+ß), lisez F(c-+P). 
— 278, — 19, au lieu de £ lisez 

Te 

7 


z 
— 280, — 1, aulieu de / , lisez 


« "RE ® o BR 
— 280, — 17, au lieu de L vn lisez r; N: 
an 2x 


— 284, — 11, au lieu de (F), lisez (E). 











Errata in diesem Bande. 


Seite 60 Zeile 10, 11 statt numeros integros p, aut n, lies numeros integros po- 
sitivos aut negalivos. 
— 62 — 7 st. valor ipsius x 1. valor ipsius X. 


—— —— 16 st. 





u?ty?p " yrtang’p 


—  — — 12 st. Alu) 1. Alu). 
— 695 — 4vusta® l.a0. 
ne 66 en d st, % l. x 
— 697 — %0 st. —V u, Il -uVY —1. 
—_— 68 — 17 st. 1 1. 3 
k x 
— 73 — 3 st. tantum multiplicatem ]. tantam multiplicitatem. 
— 77 — 1 st. 201. 21, 


— 315 ist die Überschrift der Abhandlung, so wie die der Seiten von 315 bis 320 
zu lesen: Aufstufungen der zusammengesetzten Functioneu. 
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